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Kapitel 1

Vorwort

Diese Diplomarbeit gliedert sich in zwei Hauptteile. Im ersten Teil, der die
Kapitel 2 - 10 umfafit, analysiere ich das in [1] dargestellte Ordinalzahl-
bezeichnungssystem (OT, <), insbesondere hinsichtlich Fundamentalfolgen.
Der zweite Teil, Kapitel 11 - 15, ist dann rein beweistheoretisch. In diesem
Teil wird die in [3] entwickelte iibersichtliche Methode, Schranken fiir in der
Peano-Arithmetik beweisbare I15-Sétze zu finden, weiter verallgemeinert und
auf die Aj-Analysis angewandt.

Im Folgenden werde ich zunichst einen Uberblick geben und dabei auf die
verwendete Literatur hinweisen.

In Kapitel 2 werden die Funktionen 1, zusammen mit den Ordinalzahlmen-
gen C, eingefithrt und grundlegende Eigenschaften dargestellt. Es ist im
Wesentlichen bis auf den Abschnitt 2.14 - 2.18 eine Ubersetzung von Kapitel
1in [1].

In Kapitel 3 wird das Ordinalzahlbezeichnungssystem (OT, <) eingefiihrt.
Es ist eine Ubersetzung von Kapitel 2 aus [1].

In Kapitel 4 werden die Fundamentalfolgen fiir OT eingefiithrt. Die erste
Hilfte ist weitgehend eine Ubersetzung von Kapitel 3 aus [1]. Da aber in
dieser Arbeit nicht die volle Fundamentalfolgeneigenschaft (also die Eigen-
schaft von Satz 4.15) bendtigt wurde, wurde dort zur Vereinfachung bei der
Definition der Fundamentalfolgen in | |.4 (ii) a[n] := D,b[D,b[1]] definiert.
Dies wurde in der vorliegenden Arbeit modifiziert, wobei ich im Wesentli-
chen eine handschriftliche Ausarbeitung von Herrn Prof. Dr. Buchholz ([5])
unmittelbar iibernommen habe.
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Nachdem die Kapitel 2 - 4 nur eine Zusammenstellung von Ergebnissen um-
fassen, ich also nur Tipparbeit geleistet habe, geht in die folgenden Kapitel
eigene mathematische Arbeit ein.

Im Gegensatz zu Varianten des eingefithrten Ordinalzahlbezeichnungssys-
tems (in [4] wird z.B. Aa.w® verwendet) wurden in [1] und damit auch in der
vorliegenden Arbeit bei der Definition von OT die Funktionen Aa.w® und
A, 3).¢o nicht verwendet. In Kapitel 5 wird nun eine Darstellung von
w® fiir a € Cy(eq,+1) angegeben und in Kapitel 6 ¢, fir o, § < ¥o(eq,11)
berechnet. Hierbei greife ich auf Ideen aus [4] zuriick. Dort konnte allerdings
sofort auf die Funktion Aa.w® zuriickgegriffen werden und damit konnte sehr
leicht €2;* und die Multiplikation von Ordinalzahlen berechnet werden, was
die Berechnung von ¢, 3 dort sehr vereinfachte. Weiter wurde in [4] ¢, nur
fiir o, B < I'g berechnet.

Die Definition der Fundamentalfolgen verwendete das Ordinalzahlbezeich-
nungssystem OT, in dem w® und ¢, nur abgeleitete Funktionen sind. Des-
halb miissen die Fundamentalfolgen fiir ¢, und w® erst berechnet werden.
In Kapitel 7 untersuche ich diese. Dieses Kapitel ist rein technischer Natur.
Leider sind die Fundamentalfolgen nicht so schén iibersichtlich, wie man sie
tiblicherweise definiert (vgl. insbesondere Lemma 7.3).

In den Kapiteln 8 - 10 werden die Relation <; und die Funktionen der schnell-
wachsenden Hierarchie F,, untersucht. Um zunéchst unabhéngig von der spe-
ziellen Wahl von Fundamentalfolgen und auch von den Schwierigkeiten aus
Kapitel 7 zu sein, gehe ich in Kapitel 8 zunéchst von einem beliebigen Ordi-
nalzahlabschnitt mit Fundamentalfolgenzuordnung aus, der die Bachmann-
bedingung erfiillt. Im Abschnitt 8.2 - 8.7 fithre ich dabei nur die Beweise
von [6] aus, der Rest von Kapitel 8, insbesondere die Definition der Relation
< beruht auf eigener mathematischer Arbeit. In Kapitel 9, das auf eigener
Arbeit beruht, verschérfe ich die Anforderungen an die Fundamentalfolgen
leicht, und untersuche zunichst im Wesentlichen die Vertréglichkeit der Re-
lation < mit der direkten Summe #. Besonders hinweisen mochte ich auf
Folgerung 9.4, die die Interpretation pradikativer Theorien spéter erleichtern
wird. Weiter fithre ich dann die Ordinalzahlverkniipfung Y ein, die fiir die
Interpretation der A}-Analysis (DA) bedeutsam sein wird. In Kapitel 10
wende ich die Ergebnisse der Kapitel 8 und 9 auf den Abschnitt tg(eq, 1)
an, und untersuche die Vertraglichkeit von <; mit w® und ¢,0.

Mit Kapitel 11 beginnt dann der beweistheoretische Teil der Arbeit. In
diesem Kapitel wird das halbformale System (X) eingefiihrt, Schnittelimi-
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nation durchgefiihrt und das Kollabierungslemma 11.6 bewiesen. In seinen
Grundziigen geht es auf eine Ausarbeitung von Herrn Prof. Dr. Buchholz
([6]) zurtick, bei den Schnitteliminationsétzen 11.11 und 11.12 war erhebliche
Beweisarbeit zu leisten.

In Kapitel 12 interpretiere ich die Peano-Arithmetik (PA) in (X). Hierbei
habe ich im Wesentlichen den Beweis in [3] auf das in Kapitel 11 eingefiihrte
Konzept iibertragen, gewissermaflen eine Voriibung fiir Kapitel 14.

In Kapitel 13 fiihre ich die Aj-Analysis (DA) und die verzweigte Analysis
(RA") ein, die eine Fassung der entsprechenden Axiomensysteme aus [8] im
Taitkalkiil sind, wobei der Beweiskalkiil von (RA") derjenige von (X) ist.
Dieses Kapitel folgt in seinen Grundziigen dem entsprechenden Abschnitt in
8].
In Kapitel 14 wird dann (DA) in (RA") interpretiert. Hierbei folge ich wie-
derum dem Konzept in [8].

In Kapitel 15 wird dann das Ergebnis angegeben, auf das die Diplomarbeit
abzielte, ndmlich Schranken fiir die in (PA) bzw. (DA) beweisbaren I19-
Sétze.

Ich m6chte mich bei Herrn Prof. Dr. Buchholz fiir seine intensive Betreu-
ung bedanken. Mein Dank gilt weiterhin Herrn Prof. Dr. Schwichtenberg
und Herrn Prof. Dr. Sieg, von deren Vorlesungen und Seminaren ich sehr
profitiert habe.



Teil 1

Ordinalzahlanalyse



Kapitel 2

Die Funktionen (v < w)

In diesem Kapitel werden die Ordinalzahlfunktionen ¢, und die Ordinalzahl-
mengen C,(«) eingefithrt und grundlegende Eigenschaften untersucht.

Vorbemerkungen 2.1

Im Folgendenen bezeichnen die Buchstaben o, 3,7,9,&,n,( immer Ordinal-
zahlen. 'On’ bezeichnet die Klasse aller Ordinalzahlen und ’Lim’ die Klasse
der Limesordinalzahlen. Wie iiblich sei o — R, die Abzdihlung der unendli-
chen Kardinalzahlen. Wir definieren

O, — 1, falls £ =0,
& {Ng, falls € > 0.

P bezeichne die Klasse der additiven Hauptzahlen d.h.
P={a€On|0<an¥n<a (E+n<a)l={w*|&e€On}.

Definition von P(«).

(1) P(0):= 0.

(2) Ist o >0 so existieren eindeutig bestimmte «y, ..., o, € P
mit o, <---<agunda=ay+ -+ ay;
dann sei P(a) :={aq, ..., a,}.
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Setav=oa1+ - +ag, 0=ap+tamitay > > o, g 200 2y,
Vi(a; € P). Dann sei wie tblich die direkte Summe o3 = azqy+- - 4oz,
wober w eine Permutation von 1,...,1 mil agqy 2> -+ > Qq() sei.
Wir definieren a=npf1+ -+ Bp :oa =01+ -+ G, A

(V1 <i<n (min(P(5;)) > max(P(fit1)) V i =0V Gip1 = 0).

Lemma 2.2

(a) a ¢ P< P(a) C a.

(b)ve P= (Pla) Cyea<y).
(¢) P(B) C P(a+ ) C P(a) UP(B).
(d) Q¢ € P, fiir alle £ € On.

Bewess: Kklar.

Definition 2.3

(Definition der Ordinalzahlmengen C,(«) und Ordinalzahlen ,a(v < w) )
Definition durch transfinite Rekursion tber o, simultan fir alle v < w.

Sei C,(&) und € bereits definiert fir alle £ < a, v < w.

Dann sei:

C%a) = Q,,
Cotia) = Cpla)U{y| P(y) C Cr(a)}
vl [ €€ anCi(a) ANE e Cu(§) Nu < wh,

und wir definieren:

Co(e) = U Cle),  dpo:=min{y |y ¢ Cu(a)}.

n<w

Lemma 2.4

(a’) 2/}1)0 = Qv'

(b) by € P.

(c) Qy < yar < Q.

(d) a < B = Cy(a) C Cy(B) und Yy < 9.

(e) v € Cyla) & P(vy) C Cyla).

(f) &:n € Cula) = E+n€ Cyla).

(9) £+ n € Cu(a) = n e Cya).

(h) ag < a und Vé(ay < E<a= € ¢ Cylap)) = Cylag) = Cyla).
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Beweis:

(a) Durch Induktion nach n erhalten wir C7'(0) = €2,

(b) Angenommen ¢, ¢ P. Dann P(¢,a) C ¥,a C Cy(a) also
Yy € Cy(ar). Widerspruch.

(c) Aus Q, C Cy(a) folgt 2, < 9,a. Offensichtlich ist die Kardinalitat von
Cy () kleiner als €2,41. Also existiert ein v < Q,,; mit v ¢ C,(a) und damit
Yy < Qyyq.

(d) Trivial.

(e) Mit Hilfe von ¢, € P beweist man:

Vy € Ol (a)(P(y) C Cl'(«)) durch Induktion nach n. Andererseits folgt aus
P(y) Cc Cy(a) P(y) C Ca) fiir ein n € IN (da P(7y) endlich und

Ci(a) C Ci () also v € C" ' a) C Cy().

(f) Aus &,n € Cy(a) erhalten wir P(§ +n1) C P(§) U P(n) C Cy(«) also
E+neCya).

(g) Aus £ +1 € Cy(a) folgt P(n) C P({+n) C Cy(a) und damit n € C,(a).
(h) Sei oy < a und V€(ap < &€ < @ — & ¢ Cyp(a)). Dann folgt aus (d)
Cy() C Cy(a) und durch Induktion nach n Vy(y € Cl'(a) — v € Cy(ap)).

Bemerkung 2.5
Ezistiert o := min{¢ | oy < & € Cy()}, so folgt Cp(aw) = Cy(ar), Yy =
yap und a € Cy(a)

Beweis: Lemma 2.4(h).

Lemma 2.6
a< fund a € Cya) = h,a < ,0.

Beweis:
Aus der Pramisse folgt ¥, < 9,0 und ¥,a € C,(5). Also gilt ¥,a < 1,3,
da ¥, ¢ Cy(B).

Lemma 2.7

(a) v = Yu,& und § € C, (§)(i = 0,1) = ug = uy, §o = &1

(b) vy € Cy(a) und Q, < v € P = Fu,&{(y=1.& und £ € anNCy(a)NCyu(E)).
(c) QU <& € Cyla) und £ € Cy(§) = £ € anCy(a).
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Beweis:

(a) folgt direkt aus Lemmata 2.4(c) und 2.6.

(b) Es gilt P(v) = {7} und v € C""(a)\C"(«) fiir ein n € IN. Also folgt
v =1, & mit £ € aNCl(a) und € € Cy ().

(c) Sei v := 1, (§). Nach (b) gilt v = 1,,¢ mit ( € anN Cy(a) N Cy(¢). Nach
(a) folgt dann w = v und £ = ¢ € a N Cy(a).

Lemma 2.8

Cv(a> N Qv—i—l = %Oé-

Beweis:

y(a) C Cy(a) N Qyyy gilt nach Definition 2.3 und Lemma 2.4(c).

Sei nun v € Cy(a) N Qyyq1. Zu zeigen ist v < Y, a.

1. v < Q,: Dann gilt 7 < ¢, nach Lemma 2.4(c).

2. Q, <5 € P: Dann gilt v = ¢,£ mit £ < a und £ € C,(§) nach Lemma
2.7(b). Nach Lemma 2.4(c) erhalten wir u = v. Nach Lemma 2.6 folgt nun
Y= %5 < %Oé-

3. Q, <~y ¢ P: Dann vy := max P() € Cp(a) N 41, und mit 2. erhalten
wir 79 < Y. Da ¥, € P, folgt v < ¥, a.

Lemma 2.9 i Py Vol Co(a)
_ [(min{y € <}, falls a € Cya),

(@) Yol 1) = {%,a, ansonsten.

(b) o € Lim = Yy = sup{v,§ | € < a und £ € Cp(§)}.

Beweis:
(a) 1. Gilt a € C,(«) so folgt nach Lemmata 2.4(b) und 2.6 ¢, () < 1, (v +
1) € P. Angenommen ¢, < v < ¥,(a+ 1) und v € P. Dann folgt nach
2.7(b) v = ¢, mit £ < aund £ € Cy(§). Aus Yo < P& < P(a+ 1) folgt
u =wv. Aus (o) < ,& und € € C,(&) folgt nach Lemma 2.6 v < £. Also
gilt « =& und v = Y, a.

2. Gilt a ¢ Cy() so gilt Cy(a) = Cp(ar + 1) nach Lemma 2.4(h).
(b) Nach Lemma 2.6 gilt ¢, < 1, fiir alle £ < a mit £ € C,(£). Sei nun
1,0 < v < Yya, und 5y = max P(y). Dann Q, < v € C,(«) und somit
Yo = Yp€ mit £ < aund € € C,y(§). Da 1 =10 und 0 € Cy(0) C C,(§ + 1),
folgt £+ 1 € C,(£ +1). Nach Lemma 2.6 folgt dann vy = ¥, (§) < 1, (€ + 1),
also v < ¢, (£ 4+ 1).
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Lemma 2.10
(a) a < €= a € Cy(a) und Yoo = w™.
(b) a < eq i1, v #0=a € Cya) und Yo = whre,

Beweis von (a), (b) durch transfinite Induktion nach a:

Wir definieren
€0, falls v = 0, {oz, falls v = 0,
e(v) == V=

- leq,p1, fallsv >0, Q, + «, falls v > 0.
a)

1. Es gilt 0 € C,(0) und wv02': Q, = W,

2. Gelte a € Cy(a) und Y,a = w™*. Dann gilt auch « +1 € C,(a + 1) und
Uy (a4 1) = w+ = TV pach Lemma 2.9(a).

3. Angenommen « € €(v) N Lim und V€ < a(€ € C,(€) A€ = w**?). Dann
erhalten wir nach Lemma 2.9(b) ¢,a = sup{w®* | £ < a} = w***. Es bleibt
zu zeigen, dafl a € C,(a).

Falls a < Q,, ist dies trivial.

Falls a = ,, gilt a = 1,0 > 0, also, da 0 € C,(0) C Cy(a), a € Cy(a).
Falls Q, < o < e(v) « ¢ P, folgt P(a) C «, also nach Induktionsvoraus-
setzung & € C, (&) C Cy(a)fur alle € € P(«). Daraus folgt a € C,(«).

Falls Q, < a < e(v) a € P, folgt a = w¥*mit £ < (£ xv) < a. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt £ € C,(§) C Cy(a) ¥,(§) = a. Da { < «,
folgt also a = ¥, (&) € Cy(a).

H~
—~

Lemma 2.11
(a) Cy(a) Cequt1-
(b) €a.+1 < a = Culeq,+1) = Cu(a).

Beweis:

(a) Mit Hilfe der Lemmata 2.10(b) und 2.4(c) beweist man CJ'(a) C €q,+1
durch Induktion nach n.

(b) folgt aus (a) und Lemma 2.4(h).

Definition 2.12

Wir definieren fiir v € Co(eq,+1) eine endliche Menge G,y C On, so daf fir
jedes a gilt v € Cy(a) & Gy C . Diese Mengen werden in Kapitel 3 zur
Definition von OT bendtigt. Die Definition von G,y erfolgt durch Induktion
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nach min{n € IN | v € Cf'(eq,+1)}:

(1) v ¢ P:Guy:=U{Gul | €€ P(7)}.
@) 1=t me g 00 Go (PO TS

Lemma 2.13
Falls v € Cy(eq,+1), gilt v € Cy(a) genau dann, wenn G,y C «.

Beweis durch Induktion nach min{n € IN | v € C{'(eq_+1)}:

1. v ¢ P: Nach Induktionsvoraussetzung gilt £ € C,(a)=G,E C a, fir alle
¢ € P(y). Also folgt P(v) C Cu(a)eGyy C a. Nach Lemma 2.4(e) gilt
v € Cula)eP(y) C Cula).

2. 5 = € mit € € C,(€):

2.1. u < v Nach Induktionsvoraussetzung gilt £ € C,(a)=G,E C «, und
nach Lemma 2.7(c) v € Cy(a)=€¢ € an Cy(a). Daraus folgt dann v €
Cu(a)e{}UGLE C a. Nun gilt aber G,y = {£} U GLE.

2.2. v < u: Dann gilt v € Q, C C,(a) und G,y = 0.

Definition 2.14
Definition von Langes(a) fir o € Cy(eq,+1) durch Rekursion iber
n:=min{n | a € C?(eq +1)}-
Fallsn =0 d.h. a <y, sei Linges(a) := 0.
Fallsm=m+1 und a ¢ P, gilt P(a) C C"(€q,+1),
und es sei Linges(a) := max{Linges(v) | v € P(a)}.
Fallsn=m+1 und a = ¢, mit £ € Cy(§) Neq,+1 N Cr(eq,+1),
s <u <w, sei Linges(a) := Langes(§) + 1.

Lemma 2.15

Seia < 3, v € Cs(B)\Cs(a).
Dann gilt Linges(y) > min{ Linges(d) | a < § < 3, § € Cs(6)} + 1.

Beweis:
v € Cs(B)\Cs(a) = v enthélt Teilterm ¢, mit « < £ < B, u > s, £ €
Cs(B) N Cu(8).

Folgerung 2.16
Sei o < S und Vy((a < v < BAvy € Cs(fB)) — Linges(y) > Linges()).
Gelte o € Cs(3). Dann gilt o € Cy().
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Beweis:

Wiire a ¢ Cs(«r) so wire nach Lemma 2.15

Linges(a) > min{ Langes(y) | @« < v < 8, v € Cs(6)} + 1 > Linges(a) + 1.
Widerspruch.

Lemma 2.17
y=nra+F, 7€ C(y) = acCa).

Beweis:

Aus v € C4() folgt nach Lemma 2.4(e) o € C().
Seia<di<y=a+p0€C(y)=H0<E<BANI=a+€).
Da ¢ < (3, gilt §d =np a+ € also Linges(0) > Linges(a).
Nach Folgerung 2.16 folgt a € Cy(a).

Lemma 2.18

v=nra+ B 7 € Cu(y) Yul(v) € Cs(¥n(7))
= a € Cy(a) und Yy(a) € Cs(Yn(a)).
Beweis:
Nach Lemma 2.17 folgt o € C, ().
Falls n < s, ist ¥, (a) < Qs also ¥,(a) € Cs(Yn(a)).
Sel also n > s.
Sei () <6 < Yu(y) 0 € Cs(Vn(7)). Zeige: Linges(d) > Linges (1, (a)).
Sei d=npd; + 09 mit &, € P.
Dann folgt 1, () < 61 < ¥ (y) also Q, < 41 € Cu(y)-
= B0 = UnE AE € Cu(7) N Col€) At < € < 7).
Wegen y=npa + 3 folgt Linges(§) > Linges(a) und damit
Linges(d) > Linges(01) = Lianges(€) + 1 > Langes(a) +1 =

_ Lingea(n(a). 1)
Weiterhin gilt Q, < ¢, (7) € Cs(¥(7)) v € Cu().

2L, € Cualn)) N (1) = 0 € Culthal)) M),

und, da o € Co(a), Yu(0) € Calthn(7)). )

(1),(2) und Folgerung 2.16 ergeben 1, (a) € Cs(¢n()).



Kapitel 3

Das Bezeichnungssystem

(OT, <)

Die Uberlegungen in Kapitel 2 legen nahe, ein Ordinalzahlbezeichnungssys-
tem fiir Cy(eq,+1) einzufithren. Dieses System wird (OT, <) heiflen und in
diesem Kapitel definiert.

Definition 3.1

Dy, Dy, ..., Dysei eine Folge formaler Symbole.

Induktive Definition einer Menge T von Termen zusammen mit Lange(a)
fira e T.

(T1) 0€T, Linge(0) := 0.

(T2) Sinda €T undv < w, dann ist auch Dya € T; wir nennen
D,a einen Hauptterm, Linge(D,a) := Linge(a) + 1.

(T3) Sind ay,...,a, € T Hauptterme und gilt k > 1, dann gilt
(ag,...,ax) €T,
Lange(ag, . . ., ay) := max{Lange(a;) + 1|0 <i < k}.

Im folgenden bezeichnen die Buchstaben a, b, ¢, d immer Elemente von T. Ist
a ein Hauptterm so sei (a) := a, weiter (0) := 0.

Weiter PT :={a € T | a Hauptterm} ={D,a|a €T und v <w},

und fiir 0 # a = (ag, . . ., ax) sei PT(a) := {aq, ..., a}, sowie PT(0) := 0.

14
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Definition 3.2
Induktive Definition von a < b fir a,b € T:

(1) b#0=0<b.

(<2) u<woder (u=vunda<b)= Dy,a=< D,b.

(<3) Seia= (ag,...,a,),b=(by,...,bm), 1 <m-+n. Dann gilt a < b
genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:
(i) n<munda;=Db; firi<n.
(1)) Ik < min{n,m}(axr < by wund a;=0b; fir i<n).

Weiter seia 2b:<(a<bVa="0).

Lemma 3.3
(<) ist eine lineare Ordnung auf T.

Bewesis: klar.

Abkiirzungen 3.4
Seia €T und M,M' C T:

M =M & YreMyeMx=y),
M<a & VreMz<a),
a<M % JxeMa=<a).

Definition 3.5
Induktive Definition von Gy,a C T fira € T:
(G1) G,0:=10.
(GQ) Gu(ao, e ,ak) = Guao U---u Guak.
_ [{bUGLD, fallsu <w,
(G3) GuDub = {@, falls v < u.

Folgerung 3.6
(a) a € G,b= G,a C G,b.
(b) a € G,b= Linge(a) < Linge().

Beweis: klar.

Definition 3.7
Induktive Definition der Menge von Termen OT(OT C T):
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(0OT1) 0 € OT.

16

(0T2) Sind ag,...,ar € OT (k> 1) Hauptterme mit ap < --- < ag,

dann gilt (ag, . ..,a;) € OT.
(0T3) Istbe OT mit G,b < b, dann D,b € OT.
Die Elemente von OT heiffen Ordinalterme.
Wir definieren P°T:= {a € OT | a Hauptterm} = PT N OT,
und fiir a € OT sei P9T(a) := PT(a).

Definition 3.8

Induktive Definition der Ordinalzahl o(a) fir a € T:
(0.1)  0(0) :=0.
(0.2) o((ag,...,ax)) :=o(ag)#---#o(ar) (k>1).
(0.3)  o(Dyb) := 1,0(b).

Fir M C OT sei o[M] :={o(z) | x € M}.

Es gilt dann o[P°T] = 0o[OT] N P und o[P°T(a)] = P(o(a)) fiir a € OT.

Folgerung 3.9
a€OT = Gua COT.

Beweis: klar.

Lemma 3.10
Seien a,c € OT. Dann gilt:

(a) ofa) € Coleq,+1)-
(b)  Gulo(a)) ={o(x) | x € Gua}.
(¢) a=<c=o(a)<oc).

Beweis durch Induktion nach Linge(a), simultan fiir (a),(b),(c):

1. a = 0: trivial.

2. a = Dyb: Dann gilt G,b < b und b € OT.

(a) Nach Induktionsvoraussetzung gilt o(b) € Cy(€q,+1) und G,o(b)

= {o(x) | v € G,b} C o(b). Nach Lemmata 2.11, 2.13 folgern wir dann o(b)

€ eq,+1 NCy(o(b)) und damit o(a) = ¥,0(b) € Co(eq,+1)-
(b) Da o(b) € C,(o(b)), gilt:
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_ [Ho(b)} UGyLo(b), fallsu <w,
Guola) = {(D, falls v < u.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt G,o(b) = {o(x) | = € G,b}. Also folgt

Guo(a) ={o(z) | x € Gua}.

(c) beweisen wir dann durch Nebeninduktion nach Linge(c):

(i) ¢ = Dyd mit v < u: o(a) < Qyy1 < Q, < Yyo(d) = o(c).

(ii)c = D,d mit b < d: Nach Hauptinduktionsvoraussetzung gilt o(b) < o(d)
und, wie in (a) gezeigt, o(b) € C,(o(b)). Daraus folgt 1,0(b) < ¥,0(d).

(iii) ¢ = (coy - -, Cp) mit m > 1 und a < co:

Nach der Nebeninduktionsvoraussetzung folgt o(a) < o(cg) und deshalb
o(a) < o(co)#o(c1) < o(c).

3. a=(ag,...,a,) mit n > 1und a, =2 --- = agp:

(a) Nach Induktionsvoraussetzung gilt P(o(a)) = {o(ao), ..., 0(a,)}

C Co(eq,1), also o(a) € Coleq,+1)-

(b) Nach Induktionsvoraussetzung gilt G o(a;) = {o(x) | x € Gy(a;)} fiir
1=0,...,,n. Also gilt:

Guo(a) = Q)Guo(ai) ={o(z) |z € Q)Guai} = {o(z) | z € G a}.

(c) Sei ¢ = (cg, ..., ) mit m > 0.

(i) n <mund a; = ¢; fur i < n: o(a) = o(co)# - - - #o(c,) < o(c).

(ii) £ < min{n, m} mit a; < ¢, und a; = ¢; fir i < k: Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt o(a,) < -+ < o(ax) < o(cx) also o(ax)# - - - #o(a,) < o(cg) <
o(ck)# -+ - #o(cy). Also folgt

o(a) = oco) - Fho(ci 1) Holar)dh -+ #o(a) < o(c).

Lemma 3.11
(a) Colen1) = {olr) | z € OT}.
(b) VaeOT mit a< D0 gilt:
o(a) = Ordnungstyp({z € OT | z < a}, <).
(c) oeq,+1 = Ordnungstyp({x € OT | x < D0}, <).

Beweis: (a) Durch Induktion nach n zeigen wir: a € Cf(eq,+1) = Ja €
OT(a = o(a)). (Zusammen mit Lemma 3.10(a) folgt daraus die Behauptung
(a))-

Der Fall n = 0 ist trivial.

Sei « € 06L+1(€Qw+1)\08(69u+1>‘
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l.a=ap+--ap mit ag, ..., € Coleq,+1) und ag < -+ < ag:

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ag,...,ar € OT mit o(a;) = «; (i =
0,...,k). Nach Lemmata 3.3 und 3.10(c) erhalten wir ay < --- < ao, also
a:= (ag,...,a;) € OT. Nun gilt o(a) = o(ag)# - - -o(ar) = «a.

2. a =y, mit £ € Cff(eq,+1) N Cy(&):

Nach Induktionsvoraussetzung existiert b € OT mit o(b) = £. Nach Lemmata
3.10 (b) und 2.13 erhalten wir {o(z) | x € G,b} = G,§ C & = o(b). Nach
Lemmata 3.3 und 3.10(c) folgt G,b < b, also D,b € OT und o(D,b) = a.
(b),(c) Nach (a) und Lemma 3.10(c) ist ({z € OT,z < a}, <) isomorph zu
(Coleq,+1) No(a), <) fir alle a € OT. Nach Lemma 2.8 gilt Cy(eq,+1) N
O(D10> = CO(EQw—i-l) N Ql = ¢0€Qm+1. Daraus fOlgt (C) Fir a < D10 gllt
o(a) € Coleq,+1) N = Yoeq, 11, also Cy(eq,+1) No(a) = o(a).



Kapitel 4

Fundamentalfolgen fiir OT

Fiir eine verfeinerte beweistheoretische Analyse werden wir Fundamentalfol-
gen benotigen. Diese werden in diesem Kapitel eingefiihrt.

Definition 4.1

Definition von a+b unda-n € T: a+0:=0+a:=a,

(ao,...,ak)+(b0,...,bm) = (G,Q,...,ak,bo,...

(bo, ... bm) #0),
a-0:=0,a-(n+1):=a-n+a.

Lemma 4.2
(a+b)+c=a+ (b+c).

Beweis: klar.

Definition 4.3

Ty = {0} U {<Duoa'0> .- '>Duna'n) | n 20, ap, ..

Bemerkung 4.4
To% T1& -+ & To=T, und
Tu={x €T |2 < Dy10} fiir u < w.

Abkiirzung 4.5
1:= D()O
IN:={0,1,1+1,1+1+1,...} cOTNTy.

19

b)) (falls (ag, . .., a),

S an € Tyug, ..., Uy < 0}
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Definition 4.6
(Definition von dom(a) und a[z| fir a € OT, z € dom(a)).

(1].0) dom(O) =0.

(11.1) dom(1) := {0}; 1[0] := 0.

([]2) dom(D +1 ) = Tus ( u+10)[z] =z
(113) dom(D,0):=IN; (D,0)[n| := Dy,4,0.
(114) Seia=D,b mitb;«éo:

(i)  Falls dom(b) = {0}: dom(a) = IN,
aln] := (Dyb[0]) - (n +1).

(i) dom(b) = Tyu(v < u <w): dom(a) :==IN, a[n] := D,b[(,],
wobei CO D O Cn-l—l: D b[Cn]

(iii) dom(b) € {IN} U{T. | u < v}: dom(a) := dom(b),

alz] == Dyblz].
(115) a=ao,-.., ag)(k > 1): dom(a) := dom(ay),
alz] == (ao,...,ak 1) + aglz].

Wir setzen Oln] := 0, a[n| := a[0] fir a € T mit dom(a) = {0}.
Lemma 4.7

(a) a+#0< dom(a)#0.
(b) dom(a) ={0} < a = al0] + 1.

Beweis: klar.
Lemma 4.8

(a) z € dom(a) = alz] < a.

(b) z,72 €dom(a) =T, und z < 2’ = a[z] < a[?].

(¢) 0#a€T,= dom(a)e {{0},IN}U{T, |u<v} undalz] €T,
fir alle z € dom(a).

(d) dom(a) =IN = aln] < a[n+1].
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Beweis durch Induktion nach Linge(a):
(a) Alle Félle folgen direkt mit Induktionsvoraussetzung, im Fall ([ ].4)(ii)
folgt durch Nebeninduktion nach n ¢, € T,, = dom(b) und damit nach der
Hauptinduktionsvoraussetzung a[n] = D,b[(,] < D,b = a.
(b) leicht.
(c) leicht.
(d) Die Félle a = D,,0, D,(b+ 1) sind klar.
Die Félle a = D,b mit dom(b) € {IN} U{T, | u < v} sowie a = (aq, ..., ax)
(k > 1) folgen sofort mit Induktionsvoraussetzung.
Sei a = D,b dom(b) =T, u > v, und (y := D,0, (r1 := D,b[(,].
Durch Induktion nach n zeigt man ¢,, < (1.
1. ¢ = D,0 < D,b[D,0], denn nach (b) gilt 0 < b[0] < b[D,0], also 0 <
b[D,0].

(b)

2. Cn < Cn—i—l :>b[<n] = b[Cn-i—l] = Cn—i—l = DubKn] =< DubKn-i-l] = Cn+2'
Aus (, < (a1 folgt mit (b) a[n] = D,b[(,] < Dyb[Cas1] = a[n +1].

Lemma 4.9
a,z € OT und z € dom(a) = a[z] € OT.

Beweis: siehe spiter.

Definition 4.10
G% := G,a U {0}.
ba.a: b < a und VuVe(b < ¢ < a = Gub < Gue UGY2).

Lemma 4.11
b<,a,Gya<a,G,z<b=G,b=<b.

Bewesis:

Es gilt zuniichst G,b < G,a UGz < a.

Angenommen b < G,b. Dann existiert ein Teilterm d von b minimaler Lénge,
so dafl b < G,d < a. Aus der Minimalitdt von d folgt d = D,c mit G,c <
b < ¢ < a Da b<,a und G,z < b erhalten wir G,b < G,cUG%2 < b.
Widerspruch.

Lemma 4.12
bo<1zb:>a+b0<1za+b und DvbQQZDUb.
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Beweis:
1. Sei a + by < ¢ < a+b. Dann folgt ¢ = a + ¢g mit by = ¢ < b. Also folgt:
Gula+by) = GuaUGuby = GuaUGuco UGz = GueUGYz.

2. Sei Dby < ¢ <X D,b. Dann folgt ¢ = (D,cp) + ¢; mit by < ¢ =< b. Da
bo<.b, folgt Guby < Guco U GOz, Falls nun v > u, folgt:

Gu(Dvbo) = {bo} U Guby =< {Co} U Gyco U ng C GucU ng

Falls v < u, ist G,,(Dybo) = 0.

Lemma 4.13
a €T und z € dom(a) = alz] <, a.

Beweis durch Induktion nach Linge(a):

Nach Lemma 4.8(a) gilt a[z] < a.

Sei a[z] < ¢ = a. Zu zeigen ist G,a < G,cUGY2.
1. a=1oder a = D,10: trivial.

2. a = D,0: Gualz] = G,D, 10 C {0}.

a = D,b mit dom(b) = {0}: Dann gilt a[z] = (D,b[0])-(z + 1) und
Gualz] = G,D,b[0]. Nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 4.12 gilt
D,b[0]<oD,b = a. Weiter gilt D,b[0] < ¢ < a, also Ga[z] = G.(D,(b]0])) <
G,cU{0}.

4. a = Dyb und dom(b) =T, und v < w < w:

a[n] = Dvb[cn] mit (o := Dy0, Coy1 = ow[cn]

Falls v < u, ist Gua =0 <X G,c UGY2.

Sei u < v. Dann gilt ¢ = (D,¢p) + ¢1 mit b[¢,] =< ¢o < b.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt Vm/(b[(,,]<,,b). (1)

Durch Nebeninduktion nach m zeigen wir Vm < n (G,b[(,] < GY¢): (2)
Sei m < n. Dann gilt b[(,,] = b[¢,] = co.
b[gm]qub Ab[Gn] 2 B[Ca] = co 2 b = Gub[Gn] = Guco U Gggm (*)

()
1. m=0: Gub[CO] =< Gy U GngO C ch
()
2. m > 0: Gub(n] = GucoUG2DyblCm—1] = Guco U {b[Cn_1]} UGOb[Cn1]
Neben-1V
< {bllm]} UGuco UGhe = {co} UGHe = Ghe.

w

(2)
Aus (2) folgt dann Ga[n] = {b[¢.]}UGD[C] = {b[C]IUG e < {co} UG e =
Gc.
5. a = D,b mit dom(b) € {IN} U{T,, | w < v}: Nach Induktionsvorausset-
zung folgt b[z]<,b und mit Lemma 4.12 a[z] = D,b[z]<,D,b = a.
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6. a = (ag,...,ar) (k> 1): Nach Induktionsvoraussetzung folgt ay[z]<.ax,
also mit Lemma 4.12 a[z] = (ag, . .., ax—1) + ax[z]<.(aq, . . ., ax—1) + ax = a.

Beweis von Lemma 4.9 durch Induktion nach Lange(a):

1. a = (ag,...,a;) € OT: Dann sind ayg,...,a, € OT und ak[z]4'8<(a>ak
- =< ap. Nach Induktionsvoraussetzung gilt ax[z] € OT, also a[z]

(ag,...,ax—1) + ag[z] € OT

2. a = D,b e OT: Dann gilt b € OT und G,b < b.

2.1. b= 0: Dann gilt a[z] = z € OT oder a[z] = D,,0 € OT.

2.2. dom(b) = {0}: Nach Induktionsvoraussetzung und Lemma 4.13 gilt

b[0] € OT und b[0]<x0. Nach Lemma 4.11 folgt aus b[0]<eb und G,b < b

G,b[0] < b[0]

Also gilt a[z] = (D,b[0])-(z + 1) € OT.

2.3. dom(b) = T, mit v < u < w: Zu zeigen ist D,b[¢;] € OT wobei

Co = D0, Gur1 := Dub|(,]

Zeige: 2/ € OTNT, NG,z <b[2'| = D,bz'] € OT (1)

Beweis von (1): Nach Induktionsvoraussetzung folgt aus z/,b € OT und

2 € T, = dom(b) zunéchst b[2'] € OT. Nach Lemma 4.13 gilt b[2']<./b,

also, da G,z < b[2'] und G,b < b, mit Lemma 4.11 G,b[z'] < b[Z’]. Es folgt

D,b[Z'] € OT.

Mit Hilfe von (1) folgt dann D,b[(,] € OT durch Nebeninduktion nach z:

1
1. z=0: D,0€ OTNT,AG,D,0C {0} < b[Duo](:QDvb[DUO] € OT.

2. z > 0: Nach Nebeninduktionsvoraussetzung gilt D,b[¢,_1] € OT, also
b[¢.1] € OT A G,b[(.—1] < b[¢._1]. Da v < u, folgt G,b[,_1] < b[¢._1], also
wegen b[¢,1] € OT gilt ¢, = D,b[(,—1] € OT. Aus (, € OT und G,(, =
{b[Co-1]} U Gub[C.—1] = b[C.—1] < b[C.] folgt mit (1) dann D,b[¢.] € OT.

2.4. dom(b) € {IN} U{T, | u < v}: Nach Induktionsvoraussetzung und
Lemma 4.13 gilt b[z] € OT und b[z]<,b. Da z € dom(b) € {IN}U{T, | u < v}
gilt G,z = () < b[z]. Nach Lemma 4.11 folgt aus b[z]<,b, G,b < b, G,z < b[Z]
dann G,b[z] < b[z]. Also gilt a[z] = D,b[z] € OT.

PN

Lemma 4.14
dom(b) = T, und Gyc < a und ¢ < b= ¢ < b[D,a].

Beweis durch Induktion nach Linge(b):
A b=Dy10: Gye <aANc =< Dyi10=c=< Dya=>bD,al
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[Falls ¢ = Dy,co + ¢; mit w < u, ist dies klar.

Falls ¢ = D,co + ¢1, folgt aus ¢g € Gye < a ¢ < Dyal
B. b= D,by mit u < v und dom(by) = Ty, b[z] = D,bo[2]:
Fallunterscheidung;:
1. Falls ¢ = D,co + ¢y mit w < v, ist die Behauptung trivial.
2. Falls ¢ = D,co+ ¢, folgt aus G,co C G, < a und ¢y < by mit Induktions-
voraussetzung ¢y < bo[Dya]. Daraus folgt nun ¢ = D,cq + ¢1 < Dybo[Dya] =
b[Dyal).
C.b= (by,...,bx) mit k > 1, dom(by) = T,,. Dann gilt b[z] = (bo, ..., bk—1)+
bilz]. Sei ¢ = (co,...,¢) mit I > 0.
LI<kANcg=0byN---Nc,=b: Wegen by[D,a] # 0 folgt ¢ < b[D,al.
2. Sei m < min{k,l} und ¢,, < b, und Vi < m(c; = b;).
2.1. m < k: Dann gilt ¢ < (by, ..., by) < b[Dy,al.
2.2. m = k: Dann folgt aus Gyuc, C Guc < a und ¢ < by mit In-
duktionsvoraussetzung ¢ < bg[Dyal. Also folgt ¢ = (co,...,Cp,..., 1) <
(bo, ceey bk—l) + bk[DuCL] = b[DuCL]

Satz 4.15
a,c € OT und o(a) Limeszahl und al0] = ¢ < a
= dz € OT Ndom(a) (alz] = ¢ < a[z + 1]).

Beweis durch Induktion nach Linge(a).

1. @ = Dyu410: Aus ¢ < a folgt ¢ € T, = dom(a) also a[c] = c < c+ 1=
ale+ 1].

2. a=D,0: Aus D10 = a[0] 2 ¢ < afolgt c = Dycog+c¢; mit 1 < u < w.
Also alu — 1] = D,0 < ¢ < D410 = afu].

3. a= D,bmit b# 0.

3.1. dom(b) = {0}: Dann gilt b = b[0] + 1. Aus D,b[0] =al0] K¢ < D,b=a
folgt dann ¢ = (D,b[0])-(n + 1) 4+ ¢; mit (da ¢ € OT) ¢; < D,b[0].

Es folgt a[n] = (D,b[0])-(n + 1) < ¢ < (D,b[0])-(n +2) = a[n + 1].

3.2. dom(b) € {IN} U{T, | v < v}: Dann gilt dom(a) = dom(b) und
alz] = D,b|z].

Aus D,b[0] = al0] = ¢ < a = D,b folgt ¢ = (Dyco) + ¢ mit b[0] < ¢o < b.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt b[z] = ¢y < b[z + 1] fiir ein z € OT N
dom(b) = OT N dom(a).

Es folgt a[z] = D,bz] < D,co < D,b[z+1] = a[z+1], also a[z] < ¢ < a[z+1].
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3.3. dom(b) = T, mit v < u < w: Dann gilt dom(a) = IN, a[n] = D,b[(,]
mit (o = D,0, (ur1 = Dyb[¢,]. Aus af[0] < ¢ < a folgt ¢ = (Dyco) + ¢1 mit
b[D,0] < ¢y < b. Durch Nebeninduktion nach Linge(d) zeigen wir:

Gud < b= 3n (Gud < b)) (%)

Beweis: Sei zunéchst d = D,,dp mit v < w. Dann gilt {dy}UG,dy = G,d < b,
also nach Nebeninduktionsvoraussetzung Im(G,dy < b[(]). Nach Lemma
4.14 folgt aus dom(b) = T,AG,do < b[(n|Ady < bzunéchst dy < b[D,b[(n]] =
b[Cm+1], also Gud = {do} U Gyudo < b[(mia]-

Falls d = D, dy mit w < u, gilt G,d = 0 < b[{y].

Der Fall d = (dy, ...,d,) mit r > 1 folgt direkt aus der Nebeninduktionsvo-
raussetzung.

Aus ¢ € OT und v < u folgt nun Gucop C Gycy < ¢o < b, also mit (%)
In(Gyueo < b[¢,]). Mit Lemma 4.14 folgt nun aus dom(b) = T, A Gyucg <
b[Ca] A co < b dann ¢q < b[D,b[G]] = b[Cus1]. Also gilt ¢ = Dyco + ¢ <
D,b[Cr11] = a[n + 1]. Ist nun » minimal mit ¢ < a[n + 1], so folgt a[n] < ¢ <
aln + 1].

4. a = (ag,...,ar) mit k > 1: Dann gilt dom(a) = dom(ay) und alz] =
(ag, ... ,ax—1)+aglz]. Aus (ag,...,ax_1)+ag[0] = ¢ < (ag,...,ar_1)+a folgt
¢ = (ag,...,ap—1) + ¢ mit a;[0] < ¢ < a;. Nach Induktionsvoraussetzung
folgt ag[z] < ¢ < ag[z + 1] fiir ein z € dom(ax) N OT = dom(a) N OT. Also
gilt alz] R ¢ < alz+1].

Folgerung 4.16
a € OT, a < D10, o(a) Limeszahl = dom(a) = IN, o(a) = sup{o(a[n]) | n €
IN}.

Beweis:

dom(a) = IN folgt nach Lemma 4.7(a),(b).

Fiir n € IN gilt nach Lemmata 4.8(a) und 3.10 (c) o(a[n]) < o(a), also auch
sup{o(a[n]) | n € IN} < o(a).

Sei umgekehrt v < o(a).

Nach Lemma 3.11 (a) existiert wegen a < D10 ein b € OT mit v = o(b).
Nach Satz 4.15 folgt In € IN (b < a[n]), also v = o(b) < o(a[n]).

Also gilt sup{o(a[n]) | n € IN} > o(a).

Definition 4.17



4. Fundamentalfolgen fiir OT 26

(1) TO .= {o(a) | a € T,NOT} = Cy(eq 1) N Quy1, N9 :=w C Ord.
(2) a,p € Cyleq,+1), a,b € OT, o(a) = «, o(b) = 3, b € dom(a).

Dann dom(a) == 0 bzw. {0} bzw. IN" bzw. T, falls dom(a) = 0 bzw.
{0} bzw. IN bzw. T, und a[f] := o(a[b]).

Wir schreiben im folgenden fir N kurz IN und fir TO™ T,, also in ver-
einfachender Kurzschreibweise dom(a) = dom(a), falls « = o(a).



Kapitel 5

Berechnung von o fiir
a € Coleq, +1)

In die Definition von ¢, gingen die Funktionen w® und ¢, nicht ein und
auch eine Multiplikation ist zunéchst nicht bekannt. In diesem Kapitel wird
untersucht, wie sich w® fiir « € Cy(eq, 1) verhdlt. Mit Hilfe der Cantor-
Normalform kénnen wir damit auch die Multiplikation in Cy(eq, 1) berech-
nen.

Lemma 5.1
B € Cs(B) N Colen,+1), dom(B) = Ts, a < Y53, a € Co(eq,+1)
= a < Yy(Blal).

Beweis:
Der Fall o < 9,0 ist klar.
Gilt Y50 < a < 95(5[1s0]), dann ist die Behauptung ebenfalls klar.

Ansonsten folgt 1,(31:,0]) = (1158)[0] < o < 1,0,
30 (wp)ln] < o < @B +1).
= a< (¢Sﬁ)[n + 1] = ws(ﬁ[Cn—H])
< ¥s(Blal).

Lemma 5.2

27
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Sei Qg < B € Cs(eq,41) 7 € On.
= 3p,v € On (B =1s(Qsia” - p) + VAV <s(Qs1” - (p+ 1)) AQs” - p €
Cvs(Qs—i-l’y p))

Beweis:

Sei B=nrb1+ B2 (1 €P.

= O, < By € Csleq,+1)-

= 35(5 S Cs(§> A 51 = %(5))

= (i p<E< Q" - (p+ 1)),

Da £ € C4(§), folgt nach Lemma 2.6 14(Qs117 - p) < 0s(8) < Ys(Qsir” - (p+
1)).

Ja(a € Cs(a) ANs(Qs41” - p) = ().

= QS_H’Y p<a< QS_H’Y . (p + 1) = QS_H’Y - p+ QS_H’Y.

= ElOél(Oé = Qs_i_l’y P + a1 Aoy S QS_H’y).

Aus a € Cy(«) folgt dann aber nach Lemma 2.17 Q.17 - p € Cs(Qs117 - p).
Falls ﬁl = 77D8(Qs-|-17 ’ p)v fOIgt 6 = ws(Qs-i—lﬂ/ : ,0) + ﬁQa

mit ﬁQ < ws(Qs-i-lﬂ/ ' (,0 + 1))7

ansonsten ist mit ﬁl < ws(Qs+1’y . (p + 1)) 6 < l/Js(Qs+1’y : (p + 1))7

und ﬂ - 7vbs(Qs—i-l’y : p) + 6

Satz 5.3

B € Cs(eq,+1) N Qsp1, B> Q.

Dann gibt es a,§, so dafi § < Ps(Qsy1 - (a+ 1)), 14+ 0 = 1s(Qsp1 - ) + 6,
Qs—i—l NS CS(QS+1 . Oé),

und es gilt dann:
w? = ¢s(Qs+1 -+ 5) und Qg1 -a+0 € CS(QS+1 Co 5)'

Beweis:

Wegen Lemma 2.10(a) sei 0.E. 8 > w, also 8 =14 5 = 15(Q2s41 - @) + 6.
1) Nach Lemma 5.2 folgt: Jedes (3 besitzt eine Darstellung

B =10s(Qsy1-a)+ 5 mit § < g(Qsy1 - (@+1)), Q11 - @ € Cg(Qsy1 - ).

2) Zeige ﬁ = 7705(984-1 ’ Oé) +4 mit ¢ < 77ZJ5(QS-H ' (O./ + 1))
= Qe a+06 € Cy(Qsyq -+ 9).
Wegen Q.1 - € Cy(Qsr1 - ) C Cy(Qsp1 - v +0)
geniigt es zu zeigen § € Cy(Qsy1 - a + 9).
Fall 1) § < ¢s(Qs11 - ).
§ € Cs(Qsy1 - ) C Cs(Qsyr -+ 9).
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Fallii) § € P, 0 > ¢5(Qs41 - ).
Da 3 € Cs(eq,+1) N Qg1 und dieses Ordinalzahlabschnitt,
folgt, da 0 < 3, 6 € Cs(eq,+1) N Qi1

20 Lo 270) 56 ¢ 0 (5= A€ € CU(E)).
Aus ws(Qs-i-l ' Oé) S 6 < ws(Qs-H ’ (a + 1)) und
Qs+1 NS CS(QS+1 . O{)
folgt Qsy1-a <& < Qgip-(a+1),also 3 < Qg (E=Qq1-a+ ).
Weiter Q.1 -+ 6" =€ € Cs(§).

2.4
o)y c e,
PR 5 <y (6) =0
={=Qu-a+d <Qu-a+d.
£eCs(8) ¢
=70 = s < Ys(Qgp1 - v +9).
=0 € Cs(Qsy1 - a+9).
Fall iii) & ¢ P. ) ) )
Aus Fall 1),ii) folgt V6 € P(0) (6 € Cs(Qsy1 - a4+ 0) C Cs(Qs11 - v +0))
also § € Cs(Qsy1 - a+0).

3) Zeige: (0= 1s(Qsp1- )+ mit 0 < s(Qgy1 - (0 + 1))
= W’ = (Qsy1 - a +6)).
Beweis durch transfinite Induktion nach :
(Beachte im folgenden Cs(eq, 1) N 2s41 ist ein Ordinalzahlabschnitt.)
Fall 1: 0 =w.
B=1+08=1(-0)+p.

wﬁLem. 310<a)w0(6) _ ¢0(¢0(Ql . O) +ﬁ)
Fall 2: =04 (s #0).
ﬂ = ws(Qs+1 : 0)7 wﬁ = Qs - ¢S(QS+1 : 0)
Fall 3: 3=+ 1.
Sei ﬂ = ¢S(Qs+1 : a) +0 (5 < wS(Qs—H . (Oé + 1))
Nach Induktionsvoraussetzung gilt w” = 1, (Qey1 - @ + 6)
und nach 1) Qg1 -+ 0 € Cs(Qsp1 - v +0).
Nach Lemma 2.9(a) gilt
Wit =min{y € P|w’ <~}
Ymin{y € P | s(Qer1 - +0) < 7}
= Us(Qyy1 - a+ (0 + 1)).
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Fall 4 g € Lim.
Fall 4.1. = ¢s(Qs41 - @)+ 0 mit 0 < 6 € Lim und § < ¢5(Qs11 - (v +1)).
ws(Qs-i-l : a+5)

2.9(b
:( )SUP{ZZJS’Y ‘ Y < Qs-i—l 'a+5/\’7 € Cs(’}/)}

=sup{vs(Qe1-a+7) [ 7<0 Qeu1-a+v€Cy(Qsrr-a+7)}
[denn Qg1 - € C5(Qs41 - ) und () ist monoton)]
— wws(ﬂs-‘—l‘a)""&

:wﬁ.

Fall 4.2. 0 = 94(Qs41 - @) (v #0).
Zu zeigen ist w® = 1,(Qs11 - o) = B, d.h. 3 ist Epsilonzahl,
dh. Vy<p (W <pf).
Sei also v < 3.
Falls v < €, folgt w¥ < Q, < .
Falls v > Q, folgt aus 5 € Cs(eq,+1) N Qsy1 Ordinalzahlabschnitt
v € Cy(eq,+1) N Q1.

1;27 = g(Qpr - &) + 0 mit Dy - & € Cy(Quyy - @) i

und nach Induktionsvoraussetzung folgt w” = t),(2,41 - & + ) und
Qep1-a+0 € Cs(Qr-a+9).

Da v < = ¢s(Qsy1 - ), folgt Qgyq - & < Qg1 - v, also & < a
Also gilt Quyq- @40 < Qupr - (G +1) < Qupy - o

und da Qqyy - @+ 6 € Cy(Qusr - @ +0),

fOlgt w7g¢s(gs+1 ca+ 5) < 2/}s(Qs—H : Oé).

Folgerung 5.4
Sei Qg < B € Csleq,+1) N Qsi1, B # 1.
B ist Epsilonzahl < Fa (0 = s(Qsg1 - @) A Qsp1 - € Cs(Qsy1 - @)

Beweis: ,, <= “ ist klar nach Lemma 5.3.

Sei also § Epsilonzahl, «, ¢ wie in Lemma 5.3,

dh. 14+ 0 = ¢¥s(Qs1ra) + 0 mit § < s(Qsy1-(a+1)) und Qg0 €
Cs(Qsi1-0).

Dann folgt 8 = w” = 1,(Quy1 - @+ 0).

Wiire § # 0, so wire =09 < Q411.

Da Qg1 -a+d € Cy(Qgyq - a+9), folgt 0 € Cy(Qspq1 - v+ 0),
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also B =0 < Ys(Qsq1 -+ 60) = .
Widerspruch.

Lemma 5.5

Set o =, 8 mit BECLB) f=ni1-7+d < Qi

(a) Seim >0 oder v > 0.

= o = w1 obei § < (it (VH1D), Qg1 Y € O (Qng1+7).
(b) Istm =0, v =0, so ist « = wP.

Beweis:
g€ Cm(ﬂ)zigg)é e Cn().

o 6 < wmﬁ < wm(Qm—H : ('Y + 1))

Weiter folgt aus B=nrQn1 -7+ 0 und 8 € C,,f mit Lemma 2.17
Qm—i—l e € Cm(Qm—H : 7)

Aus Lemma 5.3 und obigem folgt die Behauptung.

Folgerung 5.6
wY € Cs(0) = v € Cs(0).

Beweis:
Falls w? < Q, folgt v < Q, also v € Cy(9).
Ansonsten folgt wegen w? € P Im > s3¢ € dNC,(0)(§ € Cpru(é) AwY = 1,8).
Sei & = Q1 - &+ & mit & < Q.
Falls m = 0 und & = 0, folgt v = & = £ € Cs(9).
Ansonsten folgt nach Lemma 5.5 w? = w¥n(@m+160+8 wobei &, <
U (g1 (& + 1)) und gy - &1 € Crp(Qnyr - &1)-
Also folgt v = (a1 - &1) + &o.
Aus § € C5(6) N Crp(§) und E=npQinqr - & + & folgt Qppr - &1, € C(6),
Q16 < Q1§ +8& < 6, und mit Lemma 2.17 Q4181 € Cr(Qng1-&1).
Also folgt auch ¥,,( Qi1 -&1) € Cs(0), und damit
V= wm( Qa1 £1> +& € CS((S)‘



Kapitel 6

Berechnung von ¢,3 fiir
o, B < ¢oleq,+1)

In diesem Kapitel untersuche ich, wie sich ¢, fiir «, 8 € ¥y(eq, 1) verhilt.
Dabei sei ¢,(+) wie iiblich die Aufzéhlungsfunktion aller a-kritischen Ordi-
nalzahlen. Diese Funktionen werden fiir die Schnittelimination wesentlich
sein.

Lemma 6.1
Sei 0 < a < l/Jo(EQm_H).
= 3p,v (@ = o p) + 1)
mit U™ - p € Co(0™ - p) und v < (™ - (p + 1)),
und es gilt dann Y - p+ N * € C'O(QIQ1 p+ ).

Beweis:
1) Aus Lemma 5.2 folgt die Darstellung o = 9o (Q" - p) + v
mit Q% - p € Co(U™ - p) und v < Yo (L - (p+ 1))
2) Da 9191 -pE Co(ngl : p) C 00(9191 P + Qla),
geniigt es 1% € Co(? - p + %) zu zeigen.
Der Fall a =1 ist trivial (p = 0).
Seialsoa>1und a =1+ w* + -+ w**. mit ag > --- > ;. Dann gilt

Qla — wﬂl-a
_ w91+w91+a1+~~+w”1+‘1k

= htiartFiog

32
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= 1(rar + -+ Prayg).
[Beachte oy, w17 < eq, 1 und Lemma 2.10(b).]
a; <o < o™ - (p+1)).

= a; < Yo((U™ - p+ ™) [ay]) [nach Lemma 5.1]
(o5} 5212.10 b
=@ ot ofo]) [ = et Dy g
= Po(n ™ - p+ Prihros)
= Po( - p + W@t
= Po( - p+ Q)

< ho(0™ - p+ ).
= a; € Co(™ - p+0°).
Dao; <™ p+ 0% und o; € Ci(ay),
folgt 1o € Co(H™ - p+ 4 %).
Da Yo + -+ + Yrap =
=0 (WM + - W)
<Qrra< U™ p+ O
und @DlOél + -+ wlak S Cl(i/flal + -+ l/)lak), [da < EQ1+1]
folgt ¢ (V1o + - + i) € Co(U™ - p+ ),
also Qlﬂl P + Qla c Co(ngl c P + Qla).

Lemma 6.2
Sei o = Yo (™ - p) +v >0
mit v < Po(QU™ - (p+ 1)) und Q™ - p € Co( ™ - p).
(a) Ist B < @ZJO(le cp+ QM so gilt:
QU p+ QB EC (U™ p+ - B).
(b) Gilt B> 1o(Q™ - p+ 0T dann gibt es By, Ba, so dafs gilt:
B =™ - p+ 0T B) + B
Qo+ DT B e Co(U ™ p+ T By,
und By < Y™ - p+ 0T (B + 1)),
und es folgt dann:
Q™o+ QT B+ B € C’o(QlQl pH LT B+ B).

Beweis: 1)Die Darstellung von [ in (b) folgt aus Lemma 5.2.
2)Wir setzen im Fall (a) 8; := 0 und g, := g.
Zeige: (B2 < Po(0™ - p+ 0T (61 +1)) und
DM+ QT B e Co(™ - p+ 0T - B)
= WMo+ T B+ U o € Co(n™p+ 0T B+ 0 Bo).
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Wegen O - p4+ 02t . 3, € C’o(QlQl cp+ T B)) geniigt es
M- B e 00(9191 o+ B+ ™ - Ba) zu zeigen.
Sei 0.E. By >0, By = w® + -+ 4w mit §; > -+ > Jp.
0y = Wirator ooy atkd
=1 (Q -y +01)+ -+ 1(Qq -y + k), wobel a =1+ .
Da 11 (Q-7) = " € C’o(ng1 p+NY) C 00(9191 P+ B+ B,
[nach Lemma 6.1]
und Qv € C1(Q1+7),
ist Ql -y € 00(9191 Y + Qla+1 . ﬁl + Qla . ﬁg)
6; < Ba < (U™ p+ T B+
= %(ngl o+ B+ W)
= o(Q™ - p+ 0T B+ (o + ).
=0, < ¢0((91Q1 -p+ Qla_H . 51 + ¢1(Ql Y+ Ql))[éz]) [Lemma 51]
= Po(U™ o+ U B+ (R -y +65))
= %(Qlﬂl p+ 0t B+ w91+91~v+6i)
= ¢0(Qlﬂl P B+ W)
< (0™ p+ QT B+ - Ba).
= 51 € 00(9191 -p+ Qla+l . 61 + Qla . ﬂg)
Da weiter Q- v +6; < 0% - p4+ QM B + 0% - B,
[falls o > 1 folgt dies aus Q- + 6 < %2 < 0By
falls a = 1 folgt v =0, 6; < y < Q-]
und Ql Y+ 51 € Cl(Ql Y+ (51), [da < CQl+1]
folgt 11 (Qy -y + ;) € Co(™ - p+ QT B+ U - Bo),
also Qla . ﬂg c 00(9191 P + Qla+1 . 51 + Qla . 52)

Definition 6.3
Definition von ¢ fiir o, B < Yo(€qy+1):
Sei 14+ a = o(U™ - p) + v,
mit v < (U™ - (p+ 1)) und Q™ - p € Co(U™ - p).  [gemdifp Lemma 6.1]
Ist B < (" - p+ 0T, s0 sei,
fallsv =0, [(1:=0 p[y:=p,
fallsv #0, (=0 p[o:=1+p.
Ansonsten sei 3 = @ZJO(Qlﬂl o+ T B 4 By mit By # 0,
0, p+ 0B € C’o(QlQl cp+ QT Bh)
und 62 < wo(ngi p+ Qla+1 . (51 + 1))
In allen Fillen sei ¢of3 = Yo(U™ - p+ QT B4+ 0" - 3,).
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Leqma 6.4

(a) poff = w". N N

(b) Bo < B = dpaflo < $afi.

(c) a < ¢ufB.

(d) B < ¢af3.

B=¢af< >0 (8= n) mit Qe Co(h* ),

und Q¢ -n > 0% -p+ 0ot
(falls o(U™ - p) < T+ a < (U™ - (p+1))).

Beweis:

(a) folgt aus Satz 5.3.

(b) Lemmata 2.6 und 6.2. B N

(c) Falls v =0, folgt o <1+ a = ¢,0 < ¢,0.

Falls v # 0, folgt nach Lemma 6.2(a) Q%" - p+ Q% € Co(™ - p+ %)
= e = 0 e Co(ngl -p+ Qla)

5:}691'0{ c 00(9191 -p+ Qla).
Sei a=pNpw® + ay. = WHITU = Q.M € C’O(Qlﬂl cp 429

5:}691 +aoap € 00(9191 P + Qla)
= a1 € C()(ngl -p+ Qla)
= a; < (U™ - p+ ) ist Epsionzahl
= a < 7vZ}O(Qlﬂl Pt Qla) = ¢o¢0 < ¢aﬁ'
(d) Der Fall v = 0 ist klar nach (a), der Fall 8 = 0 trivial.
Seien deshalb «, 8 > 0.
Ist 3 < (U™ - p+ Q™) so st
B # Yo( T ) mit Q> 0% p+ QT und
Qla+1'77 c CO(Qla+1'77)-
Ist S=nrw™ + Bs,
so folgt nach Lemma 6.2(a) Q% - p+ 0% - B € Co(U™ - p+ - 5),
also 0% - f=npwoeth + 0% 6, € C'0(9191 p ).

200, ot e Gl - p+ Q.- 8).

= ﬁl € 00(9191 -p+ Qla . ﬁ)
Da 81 < Q, folgt B1 < Yo(™ - p+ 0>+ B) < ho(2™p+ 0> (1 + 3)).
Da (™ - p+ 0% B) und ¥o(2:™-p + 2,*(1+ 8) Epsilonzahlen, folgt
B < ¢afl.

Sei nun 8 > ¢o(2™ - p+ Q") B = o(U - p+ QT By) + By
geméf Lemma 6.2(b).
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Ist B =0, so ist = @ZJO(QlaH -n)
mit Q° - > p4+ QT und QT € Co(2,%1 )
und ¢.0 = (.
Ist B=nrto(U™ - p+ QT B)) + By mit By # 0,
SO ist 6 < lpo(QlQl -p+ Qla+1 . 61 -+ 1)
<P p+ U B+ L Bo)
= ¢uf3
und A £ (@ 7).
Ansonsten ist 0 = (5.
Sei B=nrw’ + B
Aus Q™ p+ 0 B+ Y By € Co( 0™ - p+ 0 B+ Y- Bo)
folgt wie im Fall § < wO(Qlﬂl -p+ Ql’”l) dann
B3 < yo(ngl p+ N B+ B2)
= ¢, 0 ist Epsilonzahl, also [ < ¢,0
und 3 # ¢0( ot )

Lemma 6.5

(a) & > g = Guy(0a) = duf.
(b) (Vé<a (e =PB)Aa>1) =Ty (¢a7 = B).

Beweis:
() BB = o(™ - p+ QT B+ Q- Bo)
= (L 1),

mit Q%7 > 0 p > g + 0T und Q0T € Cp(Q,%0 1),
falls wo(Qlﬂl po) S Qg < wo(Qlﬂl (po + 1))
und Yo(QU™ - p) < a < Yo(U™ - (p+1)).
Mit Lemma 6.4(d) folgt die Behauptung.
(b) Sei V€ < a (Gef = 9).
Dann folgt 3 = ¢ = wP.
= 35(6 = 1d A6 € Cy(9)).
Sei § = ™ - 61 + -+ " - 6, die Cantornormalform zur Basis €2;.
Aus V€ < a(¢eff = () folgt nach Lemma 6.4(d)
VE<a (p>E+1),
also folgt In (6 = % - n).
Weiter folgt aus Lemma 6.4(c) V& < a(* - > Q- pe + 5T,

falls 1o (™ - pe) <€ < o™ - (pe +1)).
Beh.: § > 0 - p, falls a = ho(0u™ - p), p # 0, p € Co(0™p),
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und § > Q% - p+ 09 falls a = (1™ - p) + v
mit v # 0 oder p # 0, % -p € Co(QH-p).

Beweis: Falls ag := ¢o(0 %" - p) < a < (0™ - (p+ 1)),
folgt & > O™ - p 4 Q%0
also, da 0 = 1“ - n,

0 Z ngl . p—|— Qla.
Falls oo = %(Ql?l - p) > 1, folgt aus

VE <a (€< ¢eff=p0)und a € Lim

B>a= 7,/)0(9191 - p), also § > 0 - p.
Falls =1, folgt aus B=w? 6> =% - p+°.
Damit kénnen wir schreiben:
B=to(U™ - p+ 0T B+ U Ba),
mit (5 = ngl P -+ Qla+1 . 51 -+ Qla . 52 - 00(5),
und QT B+ Q% - By > 0, falls p = 0 oder a > (™ - p).
Betrachte zunéchst den Fall 5; = 0:

Sei By =14, falls p =0 oder o > ¢0(Qlﬂl - p), B2 = 7 ansonsten.

Beh. v < wo(Qlﬂl - p+ Qla+1).

Bew. 0.E. sei By >0  [fo=nrw™ + B4.
Aus § € Co((s) fOlgt 0“- ﬂgszgla - wBs + O ﬂ4 c 00(5),
also wraths = (> . W € Cy(0).
5:’>6ﬁ3 < 1o(0) ist Epsilonzahl.
=7 < Bo < YU p+ D% Ba) < o0 p+ T,
also die Zwischenbehauptung.

Es folgt ¢~Sa'y = [0.

Im Fall 3; # 0 folgt wie eben (mit 7 statt Js)

B2 < ¢0(Qlﬂl P+ LT B+ f2)
< o(U™M - p+ 4T (B + 1))

Es folgt ¢ (10(Q™ - p+ 0T B) + 5y) = 3.

Satz 6.6
Sei ¢, die Aufzihlungsfunktion aller a-kritischen Ordinalzahlen.
Seien o, 3 < o(eq,+1). Dann gilt:

¢a6 = Cbozﬁ'

Beweis: Lemma 6.4 (a), (b) und Lemma 6.5.

37



Kapitel 7

Fundamentalfolgen fiir »* und
ol

In diesem Kapitel wird untersucht, wie die in Kapitel 4 definierten Funda-
mentalfolgen fiir w® und ¢,/ lauten. Es wird sich herausstellen, daf3 hierbei
relativ viele Fallunterscheidungen auftreten.

Lemma 7.1
Die Fundamentalfolgen fiir w?:
Sei Qs S ﬁ S CS(EQM—FI) N Qs+1.
(a) Ist 3 Nachfolgerzahl, 3 = v+ 1 so ist dom(w?) = N, w’[n] = w7+ (n+1).
(b) Sei 3 € Lim:
Generell gilt dom(w®) = dom(3).
(1) Falls 8 = w"™ fiir eine Epsilonzahl vy, d.h.
B =1s(Qsyq1 + 1), folgt
dom(w?) = IN, wf[n] = WOn+1l,
(ii) Falls 3 = w ¥ fiir eine Epsilonzahl € > Q,, > 1, d.h.
B =1s(Qsy1-a+ Q) fiir ein 1 <m < s, folgt
WP0] = w2 WPlx] = WO fiir 0 # x € dom(B) = T)_1.
(iii) Falls 3 = Qqy1, gilt dom(w®) = Ty, W¥[x] = Bl2] = z.
() Falls 5 = €,41 mit Qs < 0 < Qgiq,
d.h. Ja(f = 1s(Qsy1-(a+ 1)), folgt
dom(w?) = N,
wﬁ[o] — 6[0] e wws(ﬂs-‘—l‘a)"l‘gs)
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also WM = WPn + 1].
(v) In allen anderen Fillen ist w®[z] = W’

Beweis:
Fall 10 < 8 < w:
B=v+1,dom(3) =N, w’n] =v(7) - (n+1)=w’ - (n+1).
Fall 2 w < 3 Nachfolgerzahl:
Sei =1~ +1, f)/:ws(QS-l-l ~Q)+5/
mit ¢ < Ys(Qsr1 - (@ + 1)) und Qgyq - @ € Cy(Qsy1 - ).
Es gilt dann w? = ¢ (Quy1 -+ 0 + 1),
also dom(w?) = IN, wWf[n] = ¥ (Qer1-a+8) - (n+1) =w’- (n+1).
Fall 3 3 € Lim, (3 keine Epsilonzahl:
Es gilt dann 0 = ¢4(Qspq - ) + 6
mit 0 <0 < ws(Qs-i-l ' (Oé + 1))7 Qs-|-1 OAS CS(QS+1 ’ a)?
dom(f) € {IN} U{T, | u < s}.
Fall 3.1. 0 ¢ P oder § < ¢5(Qs41 - @) oder 6 = w:
= dom(f) = dom(9), 1 + B[z] = ¥s(Qs11 - @) + ([x]).
wﬁ = 'I/JS(Q8+1 o+ (S)
dom(w?) = dom(B3), wP[z] = WOl
Fall 3.2. ¥4(Qsyq1 - ) <0 € P, § # w:
:>ﬂ:5:2/}s(93+1'0é+p) mit 1 §p<Qs+1,
Qei1ra+p € Cy(Qsi1-a+ p), und es gilt
wﬁ = ws(Qs-H Co ws(Qs-H Co p))
Fall 3.2.1. p=1:
Dies ist nach Lemmata 5.4 und 5.5 genau dann der Fall,
wenn (3 = wY*! fiir eine Epsilonzahl 7.
ﬂ[n] - 7vbs(Qs—i-l ' Oé) ' (n + 1)7 wﬁ[n} = ¢S(QS+1 Ca 7vbs(Qs—i-l : Oé) ' n)
dom(wP) = IN,
Wﬁ[n] = Vs (Qs1 - @+ Ys(Qspr - ) (n+1)) = WP,
Fall 3.2.2. 1< p=p +1:
Bln] = ts(Qsp1 - @) + 1hs(Qsp1 -+ ') (n + 1),
dom(wP) = IN, win] = ¥y(Qsy1 - @+ (Qsy1 - a+p)-(n+1)) = WP
Fall 3.2.3. p € Lim:
Falls dom(p) € {IN} U{Ty | u < s}, p # Q, fiir ein m < s, gilt
ﬂ[[E] = ws(Qs-H Co A p[ilj’])
= Ps(Qst1 - @) + Y5 (s - a + plz]), [da plz] # 0]
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also dom(w”) = dom(3),
und wPlr] = ¥s(Qp1 - @ + s (Qsp1 - a + plz])) = WPl
Falls p = Q,, firein 1 <m < s,
(dies ist nach Lemmata 5.4 und 5.5 genau dann der Fall, wenn
B = w ¥ fiir eine Epsilonzahl €, < ),
folgt dom(w?) = dom(B) = Tpp_1,
Bl0] = ¢s(Qy41-01),
wﬁ [O] - Q/}s(Qs+1'Oé + ¢S(Qs+1'a>> = wﬁ[O]Q’
und fiir z # 0 wie eben w’[z] = WAl
Falls dom(p) € {Ty | u > s}, gilt
ﬁ[n] = ws(Qs-i-l T+ p[CnD = ws(Qs-H ' a) + ws(Qs-H Co+ p[CnD?
W] = Ys(Qsr - o+ (Ys(Qsrr - a + p)[n]))
- ws(Qs—H co A ﬁ[n])
— Blnl
Fall 4 8 Epsilonzahl:
Insbesondere folgt 8= w?, B = 1,(Qyy1 - ).
Fall 4.1. a=0d.h. f=140) > w, s > 0:
dom(w?) = dom(B) = Ts_1, W’[x] = x.
Ansonsten sei 0 # Qy1 - a=Nptm, a1 + - + Y0 (M > 5+ 1),
Fall 4.2. ap =0, mp =s+1,dh. a=a' +1
(Dies ist der Fall 8 = €,41).
B = s(Qoy1-o + Qypy).
wﬁ[n] = B[n] = ¥s(Qeg1-a + o) = Cur,s
wobei CO = ¢50, Cn+1 = ¢S(Qs+1'0/ + CTL)7
wﬁ[o] - ¢8(QS+1.Q’ + Q/]SO) - w¢s(ﬂs+1‘al)+gs’
wﬁ[n + 1] = wS(Qs—H'O‘/ + Cn—i-l)

= ws(Qs—i-l'a/ + ws(Qs—i-l'a/ + Cn))
— wws(ﬂs+1‘al+<n)

_ @)

Fall 4.3. ap =0, mp > s+ 1,
d.h. = ws(Qs-i-l'O/ + ¢mk0)
wﬁ[n] = ﬁ[n] = ¢S(QS+1.a/ + Cn)a
wobei CO = wmk—loy Cn—l—l = ¢mk—1(Qs+1'O/ + Cn)u
wPn] = Bn] = A" fiir alle n.
Fall 4.4. o, = v+ 1:
dom(w?) = IN,
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W] = ¥ (Ymy a1 + -+ + Yy oot + (P, y) (R + 1))
— ol

Fall 4.5. oy, € Lim:
(mya)[2] = Yy (ar]z])
oder = wmk (ak [C:c])>

also in jedem Fall (2441 - a)[z] = Qgy1-p, fiir ein p,.
Win] = Bn] = ¥s (L1 - ()

= ¢s(Qs+1'P§/n) - wﬁ[n]7
oder wf[z] = Bla] = s((Qss1 - @)[2])

= 1/15(954-1'095) = Wil

Definition 7.2

Definion von a[n|g fir a < ¥(eq,+1), n € dom(a):

Falls o = 0,7+ 1, ist a[n]g := an].

Ansonsten sei a=npaq + w2.

Falls iy Nachfolgerzahl, an]y := an] = a; +w*2%.(n + 1).
Falls dom(as) =IN,  an]g = ag + w2,

Es folgt
Va < Yy(eq,+1)ds € {—1, 0, 1}Vn # 0(a[n]y = a[n+s|Aa[n] = a[n—s]g).

Lemma 7.3

Was ist dom(¢pa ) und (¢o0)[n]fir o, B < o(eq,+1)?
Sei o(U™ - p) < a < Yo(U-(p+ 1), T = (U™ - p).

3 a $afiln] =
=0 a=0 0
a=1 ot
l<a=d6+1 o
a=w D20
w? < o=t Pafo (1), falls n =0
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Pafn] (0), falls n >0

aln]

¢a[n}H (0)

B=pF+1 o =0 (¢oB)-(n +1)
a=1 i (618) + 1)
l<a=6+1 AR(CNORE®)
a = w ¢n+2((¢wB) + 1)
w# a € Lim Gafnln (($aB) + 1)

ﬁ =W « 75 r ¢an
a=T ¢a(n + 1)

B = ¢ a beliebig B[n]

B = weat17Hl « beliebig bo(Bn + 1])

fiir ein ~y

w, daf £ B € Lim| a=0 ¢o(B[n])

V(3 # whnr )
a>0 $a(Bnlu)

Beweis:
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Seien p, v, 31, B2 wie in Definition 6.3.
Fall1 fy=~+1:
Dann gilt 3= G+ 1 oder (v £0A 3 =0).
Weiter gilt ¢o8 = tho(h™ - p+ 0B + %y + 0%).
Sei (¢aﬂ)0 :? N
Dol = Vo(U ™ - p+ 0T B+ U y), falls B= B+ 1,
0, falls 5 = 0.
Fall1.1. «a=0:
G = Yo(21 - f1 + v +1). N
¢aﬁ[n] = ¢0(91'51 + ’7) ’ (n + 1) = (¢aﬁ)(n + 1)'
Fall1.2. a=1:
¢a5:¢0(912'51+91 v+ Q).
=1, Cur1=0o(U? B1+ Q1 -7+ () = wl@AFn,
¢aﬁ[0] = w(®aB)+1
¢aﬁ[n + 1] — w(®aB)’+(¢aB)n] — ,¢aBln]
Seinun 1 < a=1+w*+---+w** mit ag > -+ > ay,
0 :=14w 4 4 w1,
Qla _ erOl _ wQ1+w521+a1 4ot tag
= P1(Yroq + - Fhrag). (da a0 < €qpq1)
Fall1.3. o, =0dh 1 <a=6§+1:
M z] =1 (har + - -+ Yragog + )
= w91+w£21+a1 ot tok-1 g
=00 W
G =1,
Cor = Lo(™ - p+ 0T B+ Q%+ 0¥ [G])
= (U™ p+ T B+ + O wh)
= ?5 (¢aB3)° 4 w'r).

(¢aﬁ)[n = Cnt1-
(¢aﬁ)[ ] = ¢6((¢aﬁ) )
(6alB)[n + 1] = ds((¢aB)® + wflr)
= ¢5(Pabn]). [da ¢aB[n]Epsilonzahl > (¢a3)°]

Fall 1.4, ap=p+1:
] = Yi(Prag + -+ Yrogq + (YY) - (n+ 1))

_ w91+w91+a1+,"+w91+ak_1+w91+u,(n+1)
K.
_ Ql6+w (n—i—l).

Falls a # w, folgt 0 +w*-(n+ 1) = a[n]y.
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Falls @ = w, folgt § + w*(n+ 1) =n+ 2.
daBn) = Yo (0™ - p+ U B+ 0%y + Q%[n))
= o (0™ p+ U B+ Yy QT ),
Es folgt (1™ - p) <0+ wh <6 +wh(n+1) < (M (p+1))
(denn 1)y (,™ - p) ist Epsilonzahl oder vy(1 %" - p) = 1, und
Yo(27 - p) < o < (27 (p + 1)).
Falls § + w* > 9o (Q" - p), folgt,
falls 3 # 0, (¢aB)[n] = ¢6+w“~(n+1)((¢aﬂ)o +1),
falls 3 =0, (¢aB)[n] = ¢6+w“~(n+1)(0)'
Falls § + wh = o(Q™ - p), folgt 0 = 1, = (U™ - p), p > 0, also
w? < a=wt
Falls 3 # 0, folgt (¢a3)[n] = dsswn-(nt1)(($af)” + 1).
Falls 3 = 0, folgt (¢a/3)[n] = (™ - p 4 Q0T (+D)
= ¢5+wu(1), falls n = 0,
= Pstuwn-(nt1)(0), falls n > 0.
Fall 1.5. « € Lim:

% n] = 1(rag + -+ - + Prag—1 + 1 (ag[n]))

— w91+w91+°‘1+~~+w91+ak*1 +wShtorn]

ap[n]
— ot

GaBn] = Yo( @ - p+ 2By + ey Q).
Da ag[n] > 1, folgt § + wM = 1 4w 4 ... 4 wok-1 4 ol
= WM 4o W1 wak[”}
=aln|g, da a = w™ + -+ -+ w.
Fall 1.5.1. a > (2™ - p).
= a[n]g > Yo(U™ - p).
Falls 3 # 0, folgt ¢a3[n] = Gapn), ((0af)’ +1).
Sei also 3 = 0.
Fall 1.5.1.1. a[n]g = (2, - p).
Wegen Vm > 0(4o(" - p) < a[0]y < afm]g) folgt n = 0.
Weiter folgt aus & + w0 = (0, - p)
§ + wl = q, [0] = Yo(1™ - p) und k = 1.
Da «ay € Lim, folgt oy, € P,
und, da (2™ - p) < e < Po(U™-(p + 1)),
ap = Yo(U™ - p+N) mit A < QP QM p+ A€ Co(U ™ - p+ ).
Wire A € Lim, so wire a[0] = 1o(4 % - p+A[4]) fiir ein j € {0,1},
also 0 < A[0] < A[j].
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Also ist A Nachfolgerzahl, und es folgt A = 1.
w¥0(Q1 T p)+1

Also folgt im Fall 1.5.1.1. generell n =0, a = w , p#0,
und es folgt ¢,0[0] = ¥o(U® - p+ U0 )) = g, (1).
Fall 1.5.1.2. a[n]g > ¢o(8™ - p).
Dann gilt (¢a0)[n] = 1o(2 ™ + p+ Q) = Gafu, (0).
Fall 1.5.2. a = (21" - p).
Dann gilt zunéchst 8 = 5 + 1.
Sei ¢0(ngl'pn) < a[n]H < ¢0(91Q1~(pn + 1))
Dann folgt p, < p, also
Qlﬂl'pn + QloZMHJrl <o p+ Qf‘“'ﬁl + %y + Qla[n]Ha
also (¢a5)[n] = ¢a[”}H((¢aﬁ)o + 1)'
Fall 2 [, € Lim:
: o Jo(U™  p+ Q- By), falls By #0,
Sei (¢a0)° = {0, falls 3, = 0.
Sei Bo=nr3 + w. lauch 3 = 0 moglich]
ONCES %(ngl o+ B+ U B+ W)
_ 7/}0(9191 p+ Qla—i-l 'ﬁl + Qla . 63 _‘_w91~a+ﬁ4)'
Fall 2.1. «a=0:
PalBn] = o(Q - B + B3 + wn))
— (aB)+Bs+wlin]
Fall 2.2. o >0:
Sei o =1+9.
GalB = o™ - p+ 0T B+ D By + 101 (R -6+ Ba)).
Fall 2.2.1. [, =05+ 1:
(0aB)[n] = Vo™ - p+ 0T B+ D By + 1 (- 5+ 55) - (n+1))
= ¢0(Qlﬂl o+ B+ O By WS L (1))
= o(™ - p+ 4T B+ - (B3 +wB(n+ 1))).
Falls 6 # 0, folgt (6aB)[n] = da((6aB)° + B +w-(n+ 1)).
Falls #; = 0 und 5 + w® > w, d.h. B > w, folgt
(¢aB)[n] = da(Bs +w™-(n+1))
= ¢a((0a3)° + B3 + w-(n + 1)).
Falls #; = 0 und 5 + w” < w, d.h. f = w, folgt,
falls v # 0, (¢po)[n] = dan,
falls v = 0, (¢paf)[n] = da(n +1).
Fall 2.2.2. (4, € Lim:
(9aB)[n] = o(™ - p+ Q- B+ Q™ - B3 + 1 Q-6 + Ba[n]))
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=P p+ D B+ - (B + W),
Da B34[n] # 0, folgt B3 4wl > w.
Es folgt (6a8)[n] = Ga((0aB)° + B +wHil),
Weiter gilt das Folgende generell im Fall 2:
Ist B2 < ¢o(U™ - p+ QT B1) oder By & P oder 81 =0,
50 ist (¢af3)” + B3 + w’[n] = B[n],
sowie (¢af3)° + B3 + ]y = Bl
Ansonsten ist 8 = fy = Yo(U™ - p4+ QT By + ) mit
A>1und gy #0.
Sel A = Q1-A1 + Ay mit Ay < €.
Dann gilt 3 = wﬁ)o(QlQl'P+Ql"+1~ﬁl-i-91~>\1)+>\27
also 63 = (0 und 64 = ¢0(91Q1 P + Qla—i_l'ﬂl + Ql')\l) + )\2.
Ist A > 1 so gilt:
Bln] = o(0™ - p+ 0t - B+ An])
oder = ¢oo(™ - p+ - B + A[0])-(n + 1)
oder = 1ho(U™ - p+ U B+ A[G),
in jedem Fall also
Bln] = (¢aB)° + Bln] = (¢aB)® + B3 + w[n].
Weiter gilt 3[n]g = w*[n]g = w5 (n + 1)
— ($aB) + WP (1+ 1) = (9aB)° + (Bs + )il
baw. = Wil = (¢0,8)° + (85 + w)[n]g.
Ist A =1 soist f[n] = (¢a5)%(n+ 1),
also (0a3)° + B3 + w’[n] = Bln + 1].
Weiter gilt (¢,3)° + (63 + wﬁ‘*)[ IV
= (¢af)° + w?o! (171 p+Q1 1 61) (n+1)
— (6aB)(n+2) = Aln+ 1]
Es gilt 8 = (U™ - p+ 0 *™-3; + A) mit A = 1 genau dann, wenn
B = w17+ fiir ein .
(Némlich mit ¢o117 = %(ngl p+ TG,
Beachte, dafl nach Lemma 2.17
Qo+ QB € Co(0 ™ p+ 2T By).
Fall3 [y =0:
Dann ist =0, v =0, a # 0 und ¢, = a, (¢o5)[n] = a[n],
oder ¢ = B3, (¢af)[n] = B[n],
oder = =0 und (¢,0)[n| =

46



Kapitel 8

Die Relation <; und die
Funktionen Fﬁ

In diesem Kapitel wird die Funktionen F, der schnellwachsenden Hierarchie
und die Relationen <, und < eingefiihrt. Hierbei wird zunichst ein all-
gemeiner Ordinalzahlabschnitt Ord mit Fundamentalfolgenzuordnung, der
die Bachmann-Bedingung erfiillt, betrachtet. Damit sind wir zunéchst un-
abhéngig von den in Kapitel 4 eingefiihrten Fundamentalfolgen, die wesent-
lich auf dem speziellen Ordinalzahlbezeichnungssystem, das in der Literatur
oft variiert wird, beruhen und auch unabhéngig von den Schwierigkeiten, die
in Kapitel 7 auftreten.

Vorbemerkung 8.1

Gegeben sei ein Ordinalzahlenabschnitt Ord C Qy mit Fundamentalfolgenzu-
ordung, d.h. es ezistiere eine Funktion -[-] : Ord x IN — Ord mit (y+ 1) €
Ord — (y+ 1)[n] =~ und v € LimNOrd — (Vn € N(y[n] < y[n+1] <
7) Ay =sup{y[n] | n € IN}).

Es gelte die sog. Bachmann-Bedingung:

Bedingung (BB): a,y € Lim Ay[n] < a < ~v[n+ 1] = v[n] < a0]

Im folgenden seien immer o, &, 3,7,7%;,90,0; € Ord und k,l,m,n, m; € IN.

Definition 8.2
B<ja:=ar0ANdl<k(B=al]).
<y sei die transitive Hiille von <j}..

47
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a<pf:e(a=p)V(ia<pf);, B> ra:ca<,f; 0>ra:ea <, f.

Lemma 8.3

(a) B<paANk<m=[<,a

(b) ~ve€LimAvyn] <a<yn+1=79n<oa und vnl+1<;a.
(C) 6<k05:>6+1§k+104~

Beweis:

(a) trivial.

(b): Wir beweisen beide Behauptungen durch transfinite Induktion nach a:
Falls a = 7y[n] + 1, ist die Behauptung trivial, ansonsten folgt v[n] < a[0] <
all] < a, falls « € Lim und y[n] < a0], falls @ Nachfolgerzahl, also mit der
Induktionsvoraussetzung y[n] <o a[0] <g a und y[n] +1 <; ofl] <; a.

(c): Sei f <} ay <p aund 3 = «y[i] mit ¢ < k. Ist iy Nachfolgerzahl, folgt
B+ 1= a; <j a; ansonsten folgt nach (b) G+ 1 <y aq[i + 1] <py1 1 < .

Definition 8.4

Definition von F,: IN — IN durch transfinite Rekursion nach o € Ord:
Fy(n) :==n+1.

Foir(n) i= F2¥ (),

Fo(n) := Fop(n), falls a € Lim.

Lemma 8.5

(a) n<F,(n)<F,(n+1).

(b)) B <wpa=Fgk) <Fu(k) N Fak+1)<Fgk+1) < F,(k+1).
(c) F,0)=1.

(d)  Fi(n)=2n+1.

Beweis:
(a), (b): Wir zeigen (a) und (b) simultan durch transfinite Induktion nach
«, wobei es in (b) jeweils geniigt, den Fall 3 <} « zu betrachten, da der
allgemeine Fall dann immer mit der Induktionsvoraussetzung folgt.
Im Fall o = 0 ist (a) klar, in (b) ist nichts zu zeigen.

v
Gilt @ = @+1, d.h. 8=, so folgt (a) aus n'< Fy(n) < F3™(n) = Fay1(n) =

FItin)< F3 (n+ 1)< FyP(n+ 1) = Fy(n+ 1),

IV fiir (a) IV fiir (a)
und (b) aus Fg(k) < FiT(k) = Fo(k) und Fg(k+1) <
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IV fiir (a)
FeFa(k+1)=F3k+1) < FiP(k+1)=F,(k+1).
Sei nun ang Lim.
Zu (a): n<Fyp(n) = Fy(n).
IV fiir (b) IV fiir (a)
Weiter a[n] <g a[n+1] = F,(n) = Fyp(n) < Fappyn) <
Fa[n+1](n + 1) = Fa(n + 1).
Zu (b): Sei f = afi] mit ¢ < k. Nach Lemma 8.3 (b) folgt a[i] <o a[k], also
IV fiir (b) IV fiir (a)
Fy(k) = Fug(k) < Fu(k) = Falk) wnd Fo(k +1) - <
IV fiir (a)
Fik+1) < FyP(k+1) = Fgu(k+1) < Fo(k + 1) [letzteres folgt
aus [+ 1 <41 a und dem ersten Teil von (b)].
(c) folgt sofort durch transfinite Induktion nach a.
(d): Fi(n) = Fy'(n) =n+n+1=2n+1.

Definition 8.6
(1) 0#a€ Ord= a = al0].
(2) Definition von n(a) fir o < vo(€q,+1) durch transfinite Rekursion
nach a:
(1) n(0) := 0.
(ii)n(a) :=n(a”) + 1 fir a > 0.

Lemma 8.7

(a) B <oa=n(f)<n(a).

(b) «€ Lim= n(alk]) > k.

(c) B<a=PF<,p .

(d)  Ym € N(En@(m) < Fo(m)).

(e) m>1= F,(m)>2n+m+ 1.
(f) nelN,a#0= F,(n)>2n+1.
(9) n>2, a>1= F,(n)>2n+1.

Beweis:

(a) ist trivial.

(b) folgt aus 0 <o a[0] <g a[l] <¢ - -+ <o af[k] und (a).

(c) Zeige B < a = [ < aln(B)]. (Daraus folgt dann die Behauptung sofort
durch transfinite Induktion nach «).

Falls o Nachfolgerzahl, ist die Hilfsbehauptung klar.
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Falls « € Lim 8 < 0], ist die Hilfsbehauptung trivial.
Falls a € Lim [ > «a]0], folgt

In(aln] < 8 < aln+1)).

Nach (b) gilt n(a[n]) > n.

Falls § = a[n], folgt 8 = a[n| = a[n(F)].

Falls 8 > «a[n], folgt aus Lemma 8.3 (b)

aln] <o B also n(B) > n(an]) +1>n+1.

Es gilt dann § < afn + 1] < a[n(F)].
(d) Die Behauptung fir m = 0 folgt aus Lemma 8.5(c).
Beweis der Behauptung fiir m > 0 durch transfinite Induktion nach a:
Falls a = 0, ist die Behauptung klar.
Falls a = v + 1, folgt

v
Fyi(m) = E7+ (m) 2 Fh (m) = Fuyia(m) = Fugany(m) = Foga)(m).
Falls o« € Lim, folgt
Fo(m) = Fopmy(m)
> Fapy(m) — [a[m] 2o afl]]
> Fopr1(m) [l 21 af0] + 1]

= Fngafop+1(m)
= Fn(a) (m)
(e) Beweis durch Induktion nach n:
Falls n = 0 gilt, ist die Behauptung klar, und F,,1(m) = F""(m) >

v

F2(m) > F1E,(m)> 2:2n+m+1)+1>2n+m+3.

(f) Falls n = 0 folgt die Behauptung aus Lemma 8.5(c), ansonsten gilt o #
8.3 85()  85(d

090 <00 881 <lam By > RS Yo 41

(Qn>21<,qa=2n+ 18'5=(d)F1(n)8'5<(b)Fa(n).

Bemerkung 8.8

Sei <3 o e(a#0A B =alk]).

Sei <} die transitive Hiille von <,*,

d.h. a < f&alk]---[k] = fir einn e IN.
—_———

n mal
Dann gilt o <y, Bea <f B.
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Beweis:

Die Richtung <« ist klar.

Wir beweisen die umgekehrte Richtung durch transfinite Induktion nach g.
Falls o = [k}, ist die Behauptung klar.

Falls o = p[7] fiir ein @ < k und § € Lim, folgt aus f[[i] <o B[i + 1] <o
-+ <o Blk] dann o = f[i] <j B[k], also nach Induktionsvoraussetzung g[i] <j
Blk] <" 8.

Falls a <3 v <i (3, folgt aus der Induktionsvoraussetzung und dem eben
bewiesenen o <j v <} 5.

Folgerung 8.9
O‘<kﬁf’y<kﬁ;a<’y:>a<k7'

Beweis:
Nach Lemma 8.8 existieren n, m mit
a= k] [k] und
————
n mal
v =Pk [k].
——
m mal
Da a < v, folgt n > m, also a =~ [k]---[k] .
——
n — m mal

Definition 8.10
Serl > 1.
a<;B: o3k < Fs()(a <k B) & a <pp-1 5.
a<)B: 3k > 13y, ..., wImy, ..., my
(a < V< V2 <z <y, V= ﬁ

o omat Vi < k(m; < E(miga)) und my < F,, (1)).
al,f:esa=0 \iazlﬂ.N
a>ifep<o; a2 fefa.

Folgerung 8.11
(a) a<,f = a<,f.
(b) a<i<y = a<py.

Beweis:
(a) ist trivial.
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(b) Sei B <my M1 <ms V2 <ms 0 <my Ve = 7 mit m; < F,, (m;qq) und
my < Fﬂ/k(l)

Sel a0 <, 01 <py 02 <py -+ <y, 0p = [ mit n; < F,(n;1) und n, < Fa(l).
Sei ﬁk = F’y(l) — 1, ﬁk_l = kail(mk) -1 , ottty ml = le(mg) — 1.
Dann folgt m; < m;, [ < m; sowie 3 <5 7 <;, 12 <my - <m. V- Da
n, < Fp(l) < Fa(my), folgt a <p, 61 <py =+ <n, 0 = B <5, 1 <iip " <m
Y =Y mit n; < ng(niﬂ), n, < Flg(ﬁl), m; < F%(?ﬁiﬂ), m < Fyk(l)

k

Definition 8.12

Sei f v — Ord mit v C Ord.

f heifit gut wachsend, falls fir alle o, 8 € v, n € IN gilt:
(1) aZ,B = f(a)Znf(B) (fallsn > 1).

(2)a+1<y= fla) +1< fla+1).

(3) Fo(n) < Fia)(n).

(4) n(a) < n(f(a)).

Bemerkung 8.13
Sei f:v— Ord mit v C Ord, so daf gilt:
VEVa, 8 € y(a <x 8= f(a) <k f(B3)).

Dann ist f gut wachsend.
FEs gilt dann sogar n(f(«)) > n(f(0)) + n(a).

Beweis:

Wir zeigen zunéchst (3) von 8.12 und n(f(a)) > n(f(0)) + n(«) (und damit
(4)) durch transfinite Induktion nach a:

Falls o = 0 gilt, folgt wegen 0 <o f(c), Fo(n) < Fyay(n), und, da n(a) =0,
n(f(a)) = n(f(0)) +n(a).

Falls « = a + 1, folgt F,,(0) = 1 = Fj)(0). Weiter gilt, falls n > 1,
wegen a <o «, f(@) <o f(a), also f(@)+ 1 <; f(«). Daraus folgt dann

1V
Fo(n) = Fz" (n) < FpE () = Fyg)a(n) < Fyay(n).

f(@) A
Dancben folgt n(@) + n(f(0)) <n(f@) "~ L™ n(r@+1) = n(f(a)),

also n(f(a)) = n(a) +n(f(0)). o

Falls o € Lim gilt, folgt F,(n) = Fyp(n) <Fram)(n) < Frey(n), denn
aus a[n] <, « folgt f(a[n]) <, f(a). Weiter gilt Weger}va[O] <o o dann
fE%O])))Q f(a) also n(@) +n(f(0)) = n(al0]) +n(f(0)) +1<n(f([0]))+1 <
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Zu (1): Gilt o<, 3, also a <Fsm)—1 B, so folgt f(a) <pym)-1 f(5), wegen (3)
also f(0) <ryme1 £(3), db. F(@) 2,1 (D).

Zu (2): Aus a <g a+ 1 folgt f(a) <o f(a+1), also f(a)+1 <y f(a+1)
mit 1 < Ff(a+1)(1).



Kapitel 9

<;. und Fj mit spezieller
Fundamentalfolgenzuordnung

In diesem Kapitel verfolgen wir die Relation <, und die Funktionen F},
aus Kapitel 8 weiter, falls die Fundamentalfolgen neben der Bachmann-
Bedingung zusitzlich die Bedingung (4) der Vertriglichkeit mit der Summe
erfiillen:

Bedingung (+): a+ f=ypa+ [ € Ord, # 0= (a+ f)[n] = a+ (B[n)]).

Weiter wird in der zweiten Hélfte des Kapitels (ab Lemma 9.3) zusétzlich die
Bedingung (P) gefordert:

Bedingung (P) p € P = (Vi(p[l] € PU{0})Vvdp' € PVi(p[l] = p'-(1+1))).

Lemma 9.1

(@) Fy(n) < Faspln).

(b) a+ f=nra+ 3= n(a+ F) =n(a)+n(F).
(c) n(B) < n(a+ B) (ohne Voraussetzung von (b)).

Beweis:

(a)Es gentigt den Fall o € P zu betrachten.

Beweis dann durch transfinite Induktion nach j3:

Falls 6 =0 oder a + 8 = 3, ist die Behauptungtrivial.
Falls 6 = v+ 1, folgt

v
Farp(n) = Fiiti(n) 2 FFH (n) = Fg(n).

o4
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Falls g € Lim, a+ f=nra + (3, folgt

v

Faip(n) = Flatpm (n) = Faiam)(n) 2 Fam(n) = Fa(n).
(b) ist klar.
(c) folgt aus (b), da a + f=ypra; + ( fiir ein ay.

Lemma 9.2
a,0#0,n>1= Fyus(n) > F,(n)+ 2.

Beweis:

O.E. sei B additive Hauptzahl.

Sei a« =7y + 0 mit (min(P(y)) > oder P(v) =0) und § < 8. Zu zeigen ist
F,ip4s(n) > F,15(n)+2. Zeige dies durch transfinite Induktion nach § < .
Falls 0 = 0 folgt v # 0, also v+1 <y v+ 8 = F,13(n) > F,1(n) =
Fpti(n) = Fy(F7(n)) = Fi(Fy(n)) = 2:-Fy(n) + 1 2 Fy(n) + 2.

1V
Falls 0 = &' + 1, gilt Fiypry1 = Fi s (n) > F5(n) +2 = F5(n) + 2.

1V
Falls § € Lim, gilt Fﬂ/_,_ﬁ_,_(g(n) = Fy+@+(5[n])(n) ZF,Y_,_((;[H])(TL)-FQ = Fﬂ/+5(n)—|—2.

Im Folgenden soll die Fundamentalfolgenzuordnung zusétzlich die Bedin-
gung (P) erfiillen.

Lemma 9.3
a<, B = afty<, Biky.

Beweis: Der Fall v = 0 ist trivial.

Falls v = 1, folgt aus a <pym)-1 B, @ +1 <pym) B <o B+ 1 mit Fz(n) <
Fsiq(n) fiir n > 1.

Es geniigt, die Behauptung fiir additive Hauptzahlen v > 1 zu zeigen.

Sei a <; B mit | < Fj(n).

Sei @ = a + ap mit (o; = 0 oder min(P(ay) > ) und as < 7.

Sei = B + fo mit (F; = 0 oder min(P(B;) > ) und [y < 7.

Wegen a < 3 folgt a; < 51V (a1 = 1 A g < (o).

Fall 1: a; = (;. Dann folgt aus @ <; § dann ay <; (35, also a#y =
(03] +’Y + ao < 51 +’7—|—52 = 6#’7 mit | < Fﬁ(n) S Fﬁ#w(n).

Fall 2: a; < ;. Dann folgt zunéchst a; +v < 8 und ag +v-2 < B + 7.
Behauptung: 30" < max{l+2,n(v)-2} (a1+7-2 <y fi+7V(ag = 0Aa+vy <p
Bi+7)).
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Beweis:

Fall 2.1: oy + -2 = 31 + : trivial.

Fall 2.2: ay +v-2 = f;:

Dann gilt ay +v-2 <o B1 + 7.

Fall 2.3: Ansonsten gilt oy + -2 < ;.

Sei p minimal mit oy +v-2 < p <; F1.

Wegen p <; 61 <o 0, a <; fund a < a+ 7-2 < p folgt nach Folgerung 8.9
a < p,also a < p[l] < a;+v2 < p. Sei p=npp1 + pe mit py € P. Dann gilt
pll] = p1 + pa[l], wobei po[l] € P oder poll] = (I + 1)-p' fiir ein p' € P oder
p2[l] = 0. Wir haben nun oy < p; + po[l] = pll] < a1 +72<p1+p2. (%)
Sei ap = ag +y-m mit ag = 0V min(P(a3)) > 7.

Fall 2.3.1: a3 < p1 + pe[l]:

Da az < p1 + p2[l] < oq + 72 = ag +7-(m + 2), folgt po[l] = v-(I + 1) oder
p2ll] <.

Fall 2.3.1.1: po[l] = ~v-(I + 1) mit { > 0:

Dann gilt wegen oy < p; + po[l] < g +7-2 fiir ein s € {1,2} py + po[l + 5] =
ar +72 <gys pr+p2=p < B <o b1+

Fall 2.3.1.2: poll] < 7

Dann folgt p1 = a1 V p1 = a1 + v oder py + y=npp1 +7 = Q3.

(Denn aus (x) folgt oy < p1+7v < a3 +7v-3 und es kann wegen p=ypp; +p2 >
aj + 72> p1 + po[l] > ay nicht p; # 0 Amin P(p;) < 7y gelten).

Fall 2.3.1.2.1: p; = ay:

Da a; +7-2 < p1 + pa, folgt 7-2 < ps, also nach Lemma 8.7(c) v-2 <p(y.2) po.
Da weiterhin n(y-2) = n(vy)-2 gilt, folgt a; +7-2 <;(y)2 p1+p2 <1 i <o Bi+.
Fall 2.3.1.2.2: py = a1 +:

Da oy +7-2 < py + p2, folgt v < po, also v <p(y) p2 und somit oy +v-2 <)
p1+p2 <t B+ 1.

Fall 2.3.1.2.3: p1 +v=npp1 +7 = ag:

Dann folgt o (_<) p1+ poll] < p1+7 =y, also pa[l] = v und oy = py + p2[l],
und, wegen a; + as = a < p; + p2|l] = a1, ag = 0.

Falls Vk(pa[k] = v-(m + 1)) folgt oy +v = pll + 1] <41 p <; B1 + -
Ansonsten folgt po[l+ 1] € P, alsoay = p1+plll =pp+7v<p+7+7 <
p1+p2[l+1] <41 p, also a1 +y = pr+7+y <py)2 prtpell+1] <1 p < Bi+y.
Fall 2.3.2: a3 = p1 + poll]:

Da a < p[l] = a3 < a, folgt a = a3 = az und ay = 0.

Es folgt Wk(ps|k] € P U{0}) oder dlp € PVEk(pa[k] = p-(k + 1)),
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weiter P(po[l]) > v oder po[l] = 0.
Gilt Vk(p2[k] = p-(k+ 1)) mit p € P, so folgt p > v, und aus v <,() p dann
a1+ <pyy @+ p=pll + 1] <py1 p <p 1 <o i+ 7.

()

Gilt Wk(pa[k] € P U {0}) so folgt pa[l] + v <max{n(y)i+1} P2, also a; + v =
p1+ p2(l] + 7 <maz{n(y)i+13 P1+p2 = p <1 B <o Br+ 7.

[Beweis von (x:x):

Falls py[l] = 0 folgt dies aus v <p(y) p2. Sei also ps[l] # 0. Dann folgt
p2[l] > 7. Seim := max{n(y),l+1}, weiter § minimal mit ps[l]+v < 0 <, p2
Angenommen, 0 > po[l] +. Da po[l] +1 <y pa[l + 1] <j41 p2 und poll] +1 <
pall] +~ < 3, folgt pal] +1 <y, 3, also poll] + 1 < 8[m] < pa[l] + 7.

Aus po[l] + 1 < d[m] < pofl] + v folgt d[m| = pol] + & fiir ein 1 < & < poll],
also wegen Bedingung (P) 0 ¢ P. Sei deshalb 0=yrd; + d2 mit §; € P und
dy #£ 0. Wére §; > pofl], so wire po[l] + v < &1 <; po im Widerspruch zur
Minimalitét von d. Also gilt §; = po[l], d.h. 6 = pa[l] + 2 mit b9 > -y, woraus
aber dann po[l] + v <y(y) p2ll] + 62 im Widerspruch zur Minimalitét von §
folgt.]

Im Fall 2 folgt also immer oy +7-2 <p B+ oder (ag = 0N a1+ <p f1+7)

mit " < max{l + 2,n(y)-2}. Nun gilt | +2 < Fs(n) + 29§2F5#7(n), und
8.7(c) 8.7(d) 9.2

n(y)2 < Fyyn) < Fy(n) < Fayy(n), also I < Fgu,(n).

Gilt a; +v-2 <p B1 4+, so folgt aus a; + as <; f1 + B2 und a1 + s < 1 <o
01 + P2 zunéchst aq + an <; B1 <o B1 + Y+ Ba. Da oy + s < a1 + V2 <y
B1+ v+ P2, und [ < I’ folgt nun oy + agy <y ag + -2 und somit g <p 7y-2.
Wegen as < v <o 7-2 folgt as <y 7. Dann folgt a#y = a1 + 7 + ay <p
ar + 72 <p 1+ + o = f#y mit I < Fzyu(n). Im anderen Fall folgt die
Behauptung direkt aus a#y = a3 +v <p B +7v <o f1 + 7+ 2 = f#7 und
afty # B#.

Folgerung 9.4
a<iB = a#y<iB#7.

Beweis:

Gelte o <py M1 <my -0 <mp W = 0 mit Vi < k(m; < F,,(m;+1)) und
my, < Fz(l). O.E. sei m; = F,,(m;+1) —1 und my, = Fj({) —1. Dann folgt aus
Lemma 9.3 oty <, m#Y <, = i WAV = BFFY mit my, = Fay, (1) -1
und m; 1= Fy,u,(mis1) — 1 < F,, 4, (M;41), also die Behauptung.
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Folgerung 9.5
Sei ;<3 fiiri=1...m. Dann gilt a1 -+ HFom <01 - # .

Beweis:

al# T #am
2151#042#043# CFay,
<P #BaFtostaudt - - Han,

i B #Bot - # B
Wegen Folgerung 8.11(b) folgt die Behauptung.

Folgerung 9.6
Sei v € Ord mit y#06 € Ord und f : v — Ord, f(a):= a#p.
Dann ist f gut wachsend. (Vgl. Definition 8.12.)

Beweis:

Betrachte (1) - (4) von Definition 8.12:
(1) folgt aus Lemma 9.3.

(2) ist trivial, da f(a)+ 1= f(a+1).
(3) folgt aus Lemma 9.2.

(4) folgt aus Lemma 9.1(b).

Definition 9.7

(1) Definition von an fir o€ Ord, n € IN:
a0 = a, a#(n +1):= (a#n)#a.

(2) Fiir n,m € IN ist n Um := max{n, m}.

Definition 9.8
ad = max{a, 8} + (max{n(a),n(3)} — n(max{a, 3})).

Lemma 9.9

(a) max{a, 8} < a3 < max{a, B} + max{n(B) — n(a),n(a) —n(B)} <
max{a, f} + w.

() adp=pHa.

(¢) (o' ) = max{n(a),n(8)}.

(d) a0 B, p<ia B

(e)ad(3H7) = (aHp) .

(f) max{e, 5} < max{y, 0}, max{n(e),n(6)} < max{n(y),n(d)}
= al 8<y Y.

(9) (o) H (B#9) = (a U B)#.
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Beweis:

(a),(b): klar.

(¢) n(a § 8) = n(max{a, 8}) + (max{n(a),n(5)} — n(max{a, 5}))

= max{n(a), n(3)}.

(d) a <a Uﬁ, also a <p(a) @ Y B. Wegen n(a) < n(a Qﬁ) < FaHﬁ(l) folgt
a<,ad B, Mit (b) folgt auch A<« Y.

(e) Nach (a) ist max{a, 3,7} < ad(8H~) < max{a, 3,7} +w und nach (c)
n(ad (3H7)) = max{n(a),n(3),n()}, also a 4 (6 H~) = max{a, 8,7} +
(max{n(a),n(3),n(y)} — n(max{a, 8,7})). Genauso gilt (a4 B)H~ =
max{c, #,7} + (max{n(a), n(8), n(7)} — n(max{e, 3,7})).

(f) Sei wp < max{a, B} < w-(p+1) und wv < {v,0} <w-(v+1). Dann
folgt p < v und wp < adf <w(p+1) und wr <yH§ <w-(v+1). Falls
p < v, folgt aJ B < yH4. Ist dagegen p = v, folgt aus (a),(c) « Y3 =
w-p+(max{n(a), n(5)} —n(wp)) < w-p+(max{n(y), n(8)} —n(w-p)) = 756
(g) Wegen (b) sei 0.E. o > 3. Dann folgt a#ty > B#7, also (a#y) Y
(B#7) = (adty) +(max{n(a#y), n(B#7)} —n(a#y)) = a#y+(max{n(a)+
n(y), n(8) + n(x)} — (n(e) + n())) = oy + (max{n(a), n(8)} — n(a)) =
(e B)#y.



Kapitel 10

< und Fy auf ¢y(eq 1)

In diesem Kapitel betrachten wir die Relation <; und die Funktionen Fj, auf
dem Ordinalzahlabschnitt 1y (eq,+1) mit den Fundamentalfolgen aus Kapitel
4. Diese erfiillen die Bedingungen (+) und (P) aus Kapitel 9. DaB sie die
Bachmann-Bedingung erfiillen, weisen wir zunéchst nach. Weiter werden wir
die Vertréglichkeit von <; mit w® und ¢,/ untersuchen.

Definition 10.1

Hilfsdefinition von [~ und o <¢ [ fiir o, 8 € Co(eq,+1) mit 3 # 0:

Falls dom(pB) € {{0},IN}, ist 3~ := B]0].

Falls dom(B) = T, ist 5~ = B[]

Fiir B < 1o(eq,+1) entspricht diese Definition von 3~ der Definition aus 8.6.
a<sfBriea=p5.

<qg sei die transitive Hiille von <g.

a<gf:e(a=0)V(a<gf).

Bemerkung 10.2
a, B < olea, 1) = (a <} Bea <} B) A (a <g Bea < 6).

Lemma 10.3
(a) Q, < B < Quyr, B € Coleq,+1) = Qu <a 5.
(b) a,B,v € Coleq,+1) a<gB v+ PB=npy+
=>v+a<gy+ .
(C) O./,ﬁ € OO(EQW—H) a <g 6 ﬁ € Ou(ﬁ)
= o€ Cu(a) wu(a) <a ¢u(ﬁ)

60
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Beweis:
(a) folgt durch transfinite Induktion, da aus Q, < 8 < Q,1 Q, < [~ folgt.
(b) ist klar.

(c) folgt, da (¢u(3))” = ¢u(87) mit B~ € Cu(87).

Lemma 10.4
(a) Seien a, 3,7 € Coleq,+1), o <g B, B € Ty = dom(7)

= 7o <¢ (0],
(b) Sei a € Cyeq,+1) N Lim, dom(a) = N = a[n] <g an + 1].

Beweis: (a) Beweis durch Induktion nach min{n | v € Cf(eq,+1)}:

Falls v = Qy41, folgt y[a] = o <¢ 5 =7([0].

Falls yv=nyrp11 +72 72 € P 7 # 0, folgt die Behauptung aus der Indukti-
onsvoraussetzung und Lemma 10.3(b).

Falls v = ¢¥,(m), m € Co(m1)NColeq,+1), dom(vyq) = T, mit u < v, folgt
die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung und Lemma 10.3(c).

(b) Sei zunédchst a € P.

Falls a = 9,0, folgt a[n] = 10,110 = 1, 120[Q 1] <G Vna20 = afn + 1].

Falls o = 93b mit dom(b) = {0}, folgt a[n] = 1sb[0]-(n 4+ 1) <g 1sb[0]-(n +
2) =an+1].

Falls a = 958 mit dom(3) = T,, und u > s, gilt a[n] = 1F[¢,] mit o := ¥,,0
und Gt = G,

Durch Induktion nach n zeigen wir (, <g (pi1:

Falls n = 0, folgt B[¢,0] # 0= 0 <¢ ﬁ[wu()]loi(c)co = 1,0 <g YuBh0] =

C1-
Ansonsten folgt nach der Induktionsvoraussetzung ¢, <g (.11, nach (a)
B1Ga] <6 BlGns1) und nach Lemma 10.3(c) Gt = vu(BG)) <6 Yu(BlCur))

- <n+2-

Aus ¢, <¢ (py1 folgt mit (a) und 10.3(c) aln] = ¥s(6[C]) <a ¥s(B[¢nr]) =
aln + 1].

Falls o ¢ P, a=npf + v mit 7 € P, folgt aus dem Beweis fiir € P und
Lemma 10.3(b) a[n] = 5+ v[n| <¢ B +vn+ 1] = a[n + 1].

Lemma 10.5
a € Cyleq,+1) N Lim v € dom(a) N Coleq,+1) aly] < B < afy+ 1]
= aly] <¢ f.
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Beweis durch Induktion nach a:

Sei a[y] < 6 < aly +1].

Da nach Lemma 10.4 a[y] <g afy + 1], existiert ein § mit a[y] <g d~ < 3 <
0 <g a[v + 1].

Falls g = ¢, ist die Behauptung klar.

Falls 8 < 0, folgt 0 € Lim und es gibt £ € dom(d) mit 0[¢] < B < [ + 1].
0~ = d[j], wobei j := 0, falls dom(d) = IN, und j := Q,, falls dom(0) = T,.
Da 6~ < 3 < 0[€ + 1], folgt j < &, nach Lemma 10.3(a) j < £ und nach
Lemma 10.4(a) 0~ = 0[j] <¢ d[¢]. Da weiter nach Induktionsvoraussetzung
aly

0[¢] <¢ B gilt, folgt aly] <a 5 <¢ B. Da 3 # aly], folgt a[y] <g 8.

Satz 10.6
(Yo(€qu+1), []) erfillt die Bachmannbedingung.

Beweis:
Bemerkung 10.2 und Lemma 10.5.

Lemma 10.7
SG’Z@TL «, ﬁ?f}/?p < wO(EQW-H)'
(a) a < B = w® <py W’
(b) $pp17 < a0 <p B < Ppi1(y+1)
= ¢p05 <k+1 prﬂ
(c)e, <a<pf <y = w <pw’
(d) e, < a<p B <epr = P <j gl

Beweis

Beweis von (a) - (d) durch transfinite Induktion nach f.

Es geniigt, jeweils den Fall o <}, 3 zu betrachten, die allgemeine Behauptung
folgt dann immer aus dem Fall o <; 3 mit der Induktionsvoraussetzung.
(a) Falls 8 = a + 1, folgt w’[0] = w?.

Sei nun € Lim, o = S[l] mit [ < k.

Es gilt ds € {—1,0,1}Vj > 0(wP[j] = wil+sh).

Falls [ = 0, folgt w?[1] = wPI¥ fiir ein k € {0,1,2}, und, da B[I] <o B[k], folgt
nach Induktionsvoraussetzung w® = WAl <; WAkl = wﬁ [1] <1 WP,

Falls | = s = 1, folgt aus g[1] <o 5[2] mlt Induktionsvoraussetzung w® =
WB < wﬁ[?] - wﬂ[l] <1 WP

Ansonsten folgt w® = Wl = WAl — 5] <44y WP
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(b) Es gilt 3 # ¢,0
10.2 u. 10.3

Falls § = a + 1, folgt ¢,a = wO(Qlﬂl-pl + 0 oy + ) <0

Do( UM pr + Py + Q1P a + O °) = ¢,0. (Hierbei sollen (p, o, p1, o, a2)
den Ordinalzahlen («, 3, p, 1, F2) in Defnition 6.3 entsprechen).

Falls o = G[l] mit I > 0, § € Lim, folgt (¢,6)m] = ¢,(5[l]) = ¢, fiir ein
me{l—1,1,l+1}.

Falls o = 8[0] mit 5 € Lim, gilt (¢,0)[1] = ¢,(B[l]) fiir ein [ € {0,1,2}, und
es folgt aus der Induktionsvoraussetzung und 3[0] <, B[], ¢,ac = ¢,(B[0]) <o
8,(A1) = (8,8)[1] <1 0,5

(c),(d): In (d) kann o.E. p # 0 angenommen werden, die Behauptung fiir
p = 0 folgt durch zweimalige Anwendung von (c).

Falls 8 = a+ 1, folgt wegen 0 < ¢, < a # > 1, weiter w’[0] = w® und
(6,59)[0] = 9 [011r) = 0

bzw. Lfalls f = w?+7 fiir ein v, (¢,w”)[0] = ¢,(WP[1]) = ¢,(w* + w®)
¢0(9191'P1 +,7 By + 7 (W w®)) > ¢0(9191'01 +0 7B + QP w?) =
B (wobei 1o( ™ +p1) < p < Yo(n™+(p1 + 1)),

B = o(U™Mpr + Q") UM + QPTG € CO(Qlﬂl'pl + 08,
Falls 3 € Lim und G[l] = a fiir ein | < k, gilt w?[]] = W% = w® oder
WOl = WA >4 we ) letzteres wegen B[l] <o B[l + 1] und der Induktionsvor-
aussetzung.

Weiter gilt dann (¢,w?)[l] = ¢,(wWo[llg) = ¢, = ¢,w* oder (¢p,w?)[l] =
Gp(WO[l + 1]) = w1t >4 ¢,w* mit s € {1,2}, letzteres wegen B[l + s] >¢
B[] = a und der Induktionsvoraussetzung.

Folgerung 10.8

Sei § < ¢0(69m+1)~ S

(a) 1wt — hg(eq 1), ar w T ist gut wachsend.

(b) f: Wt = (equin), > ¢, (W) ist gut wachsend.

Beweis:

Gilt o < 3 < W' Dann folgt ¢, < W’ +a < W’ + B < €41, falls
6, < w’ < €,41. Dann folgt aber nach Lemma 10.7(c), (d) in (a) und (b)
f(a) <k f(B). Nach Lemma 8.13 folgt die Behauptung.

Lemma 10.9
o < olea, 1) = n(w?) = n(a).
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Beweis durch transinite Induktion nach «:
Falls o Epsilonzahl, ist die Behauptung klar.
Ansonsten folgt w®[0] = w! fiir ein i € {0, 1}.

Da af0] <q afi], folgt n(w®) = n(w[0]) + 1 = n(wll) + 1I§n(a[i]) +1>
n(al0]) + 1 = n(a).

Lemma 10.10
a < YPolea,+1), n € N = Fa(n) > Fy(n).

Beweis durch transinite Induktion nach a:
Falls n = 0, folgt F,e(n) =1 = F,(n). Sei also n # 0.
Falls a Epsilonzahl, ist die Behauptung klar.
Falls o Limeszahl, folgt w®[n] = w®! fiir ein [ € {n,n + 1}.
v
Da afl] >¢ a[n], folgt Fe(n) = Faep)(n) = Fan(n)>Fay(n) > Fyp(n) =
F,(n).

Falls v Nachfolgerzahl, folgt Fia(n) = F a0 (y41) (1)
v
Foti1(n) = Fidg(n) > Figl(n) = Fugea(n) = Fa(n).

w wel0] «

w0 (n4-1)>1w*[0]+1
>

Lemma 10.11
w <y < Yolea,+1) = w <o 7-

Beweis:

Falls v € P, folgt v = ¢op mit 1 < p € Cy(p). Dann folgt nach Lemma
10.3(a) 1 <g p also nach 10.3(c) w = (1) < o(p), mit Bemerkung 10.2
also die Behauptung.

Falls v ¢ P, folgt y=nry1 + -+ -+ 7 mit 0 # 7; € P. Es folgt w < 7, also,
da%EP,wgovl <o -

Definition 10.12

Seien a, f < o(€q,+1)-

o <ppgB:epflily =a fireini <k (vgl. Definition 7.2).

<w,m sei die transitive Hiille von <,1C,H.

a<punBiela=0V a<xuyB),B >ua:ea<pgnlB, B>y a:
sa <pup [

Lemma 10.13
a < B <olea,+1) = « <p+1,H B.
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Beweis: durch Induktion nach (.

Es geniigt, den Fall a <} 3 zu betrachten, der allgemeine Fall folgt dann
jeweils mit der Induktionsvoraussetzung.

Falls 8 = a + 1, folgt B[0]g = .

Sei B € Lim, (i) = a mit ¢ < k. Dann folgt

s € {~1,0, 1}V > 0Bl = Bl +5)).

Falls i = 0, folgt a = B[0] <o B[l + s] = B[l]g <1.m B, mit Induktionsvor-
aussetzung also o <y g B[l|g <11 0.

Falls i = 1 und s = 1, folgt a = S[1] <y B[2] = B[1]x, also mit Induktions-
voraussetzung o <o g B[1)g <11 0.

Ansonsten folgt o = G[i| = B[t — s|g <py1.0 5.

Lemma 10.14

Seien PP, < ¢0(€Qw+1)-
P <n,H P1 = ¢p((¢p1’}/) + 1) <n ¢p1 ('Y + 1)

Beweis: durch transfinite Induktion nach p;, simultan fiir alle ~.

Sei zunichst p <) g p1.

Falls p1 =1, p =0, folgt ¢,, (v + 1)[0] = ¢,((¢,,77) + 1).

Falls p1 = p+ 1, p > 0, folgt ¢,, (v + 1)[0] = ¢,((¢p,7) + w). Weiter gilt

(0p((9p,7) +wW)IO] = 0(((6,7) +w)[0]ar) = D,((0,7) + 1)
Falls p1 = w, folgt p = k+1 mit k < n. Gilt dann k = 0 folgt ¢,, (v + 1)[0] =

Fall p =2 )
G2(Ppy + 1) >0 $1(P20p,y +1) = d1(¢p, v + 1). Gilt aber k > 0 folgt

G, (v + DIk = 1] = dpia(dp 7+ 1).
Falls w # p; € Lim, p1[k]y = p fiir ein k < n, folgt

G (7 + DK = Goaih o (0007) +1) = 6,((0,7) + 1)

Gilt nicht p <71% 1 P1 50 existiert ein py mit p <, g P2 <ib7 5 P1, mit obigem Fall
und der Induktionsvoraussetzung folgt also ¢, (v +1) >, ¢, ((¢p7) +1) >,
Gp(Dp(017) + 1) = 0,((9p,7) + 1).

Lemma 10.15
O‘aﬁ < '(/JO(EQW-H) = (gbaﬁ)(n + 1) <n ¢o¢(ﬁ + 1)

Beweis durch transfinite Induktion nach «o:
Falls a = 0, gilt ¢ (0 + 1)[n] = ¢pof-(n + 1).
Fall a =0

Falls o = 1, gilt go(3+1)[0] = ¢o(¢18+1)  =n  (dod1B)-(n+1) =
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Fallsa = d0+1 > 1, gilt ¢, (6 + 1)[0] = ¢s(paf+w). Weiter ¢5(da8+w)[0] =
65(($aB + ) [0]i) = D5(3aB + 1) > 0 (5(0aB))-(n+ 1) = doB-(n + 1).

Falls @ = w, folgt (¢a(8+ 1)[0] = d2(($aB) + 1)> (d20a)-(n + 1) =
(Qbaﬂ)(n + 1)
Gilt w # o € Lim so folgt

600+ D[0] = Gafo) ((6a8) + 1) > a(Bufo) Gald)- (0 + 1) = daf-(n +1).

Folgerung 10.16
a, B < tho(€q,+1) = B+ 1 <1 ¢a(B+1).

Beweis:

10.15
¢o¢6 + 1§0¢0¢6 + ¢o¢6 <l ¢o¢(ﬁ + 1)
Lemma 10.17

Seien Y5 P2, P < wO(EQw-i-l)'
(a) ¢i)+l(¢p+1’y +1) <1 ¢pir(y+1).
(b) P2 <p P1 = ¢lp—;1(¢p1’y + 1) <max{n+2,l} ¢p1 ('Y + 1)

Beweis:
(a) Falls p = 0, gilt ¢pu1 (v + 1)[1] = 5 ((¢p17) + 1)
Falls p > 0, gilt ¢pp1(y + D[] = ¢4 (¢p117 +w))
Durch Induktion nach k zeigen wir ¢F (¢, 117 + 1) <p @5 (¢p17 + w):
Im Fall k£ =0 gilt
¢p(¢p+l'y + W)[O] = ¢p((¢p+l'y + W)[O]H) = ¢p(¢p+l'y + 1)-
Im Fall £ = £’ + 1 folgt nach Induktionsvoraussetzung
Gpr1(7) < ¢]Z i (Pps17 +1) <p 925]; +1(¢p+17 +w) < Gpy1(y+1),
mit Lemma 10.7(b) also die Behauptung.

(b) Falls p; = po + 1, ist dies Behauptung (a).

Sei also pa+1 < py. Dann folgt po+1 <,11 pllo——'>13p2 +1 <,40 p1. Es folgt

" " (a) 10.14
¢p2 (¢P1’y + 1) = ¢p2 ((¢p2+1¢ﬂ1’y) + 1) <l¢ﬂz+l(¢,01’y + 1)<n+2¢,01 (’Y + 1)'

Folgerung 10.18
Seien p,y < Yoleq,+1)-
Do((@pr17)-(n +1)) <ni1 Gpa (v +1).
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Beweis:
10.17(a)

bpbplBpirr +1) <1 Gy + 1), .
Da ¢p+l’)/ < Cbp—i-l'y'(n + 1) = ¢p(¢p+17)'(n + 1) <.n ¢p(¢p+17 + 1)

< ¢pi1(y + 1), folgt mit Lemma 10.7(b) ¢,(¢pr17-(n+ 1)) <pi1
¢p¢p(¢p+17 +1).

Lemma 10.19
Seien p1, p2,0, & < Yo(eq,+1)-

Set P2 <n p1 = ¢P2 (W¢pl(w6+a).3) <max{n+2,4} ¢P1 (w6+a+1>'

Beweis: _ B
1) Behauptung;: Gps (w¢p1(w5+a).3) <4 DpyPps (¢p1 (W6+a> + 1) oder

<4 Ppy Py P ps (¢p1 (w6+a) +1).
Beweis: Fall 1: py = 0. B
By (WHH):3 = o W3 < 0o (WP

o0 (H+5) 3 10.7(a) sin
= ¢p2 (w o1 ) <4 ¢p2¢p2¢ﬂ2 (¢Pl (w ) + 1)'
Fall 2: py > 0:

O (13)-3"1C L F L g 03

0 <o p2, also nach Lemma 10.13 0 <y y p2, also folgt nach Lemma 10.14
WP @ = 0B, (B, (W) + 1) <2 Dy (D, (wT+) + 1),

Mit Lemma 10.7(a) folgt w? @ ™3 <g @@n @+ — ¢ (4 (WI+) 4
1).

Sel ¢p,117 < @y, (W(Ha) < ¢p2+1(7 +1). Dann gilt Gpor1Y < wher (T3 <3

Bpa (9py (W7T%) +1) < §pia(y+1). Mit Lemma 10.7(b) folgt ¢, (wr "))
<4 ¢Pz¢p2 (¢P1 (w6+a) + 1)'

2) Nach Lemma 10.17(b) gilt N
¢P2 ¢P2 (¢P1 (w6+a) —t 1) <n+2 (bpl (w6+a + 1) unE1
¢P2 ¢p2¢p2 (¢P1 (w6+a) + 1) <maX{n+273} ¢p1 (w6+a + 1)

3) WY 41 <o w2 < (,uc5+5+17 und, falls ¢, 17 <0+ a < ¢p (v + 1),
folgt @17 S W' +1 <1 W™ < gppn(y + 1),
also mit Lemma 10.7 ¢,, (W’ + 1) <3 ¢, (woFoT1).
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Lemma 10.20
a, B < o(eq,+1) = Fs(n) < Fy p(n+1).

Beweis durch transfinite Induktion nach :
Falls 8 = 0, folgt die Behauptung aus den Lemmata 8.5(b) und 8.7(c).
Falls g = ¢/, ist die Behauptung trivial.
Falls B =+ 1 und n # 0, folgt
Fraa(n) = F2*1(n
< (Fyor (- + 1)) (n) [nach Induktionsvoraussetzung]

n+1
< F¢a v+1

(
¢a’Y+2(n)
< Fyopp2(n+1)
< F(b (,74_1) 7’L—|— 1)

10.15
[denn ¢oy 4+ 2 <3 a7 + Py <1 Paly+1)
bzw., falls a =7 =0, ¢7+2=3<aw=0(y+1)]
Falls B =~v+ 1 und n = 0, gilt:
F41(0) = Fy(0) < Fy (1) < Fop (y1)(1)- [da ¢ay <1 ¢aly +1)]
Falls 5 € Lim, § # ¢o0, folgt ¢o0[n + 1] = ¢o(B[n+ s]) fiir ein s € {0, 1, 2}.
Wegen f[n] <o f[n + s] folgt Fg(n) = Fap(n) < Faps(n)

v
<Fs.@mrsp(n+1) = Foopmry(n +1) = Fy 5(n + 1).

n)
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Kapitel 11

Schnittelimination und
Kollabierung im Beweiskalkiil

(%)

Mit diesem Kapitel beginnt der beweistheoretische Teil der Arbeit. In Kapitel
11 wird das halbformale System (X) eingefiihrt, das Kollabierungslemma
bewiesen und Schnittelimination durchgefiihrt. Damit konnen fiir in (X)
bewiesene T19-Siitze sofort Schranken angegeben werden. Um fiir in anderen
Theorien bewiesene I13-Sétze Schranken zu finden, miissen diese dann in (3)
interpretiert werden, was in den Kapiteln 12 - 14 fiir die Peano-Arithmetik
und Ai-Analysis geleistet wird.

Definition 11.1

Gegeben sei eine Menge von Formeln. Jeder Formel A sei eine Indexmenge
I, Formeln (A,).e; und ein Symbol A oder W zugeordnet, im Zeichen AL
L@I A, oder A2 L\gl A,, wobei jedem v € I eine natiirliche Zahl v(1) zugeordnet

wird. Jeder Formel A sei die negierte Formel —=A zugeordnet, so daf$ gilt:
AL N A, = AL v A,

el el
AL W A, = AL A A,
el el

sowie "—A=A.
Fiir jede Formel A sei der Rang von A, eine Ordinalzahl |A|, definiert, so daf
gilt: A= /QIAL oder A= %AL = Wi e I(|A,] < |A|) und weiter |A| = |-A].

70
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n(A) :=n(|A]).

Wenn nicht anders angegeben, sei in den konkreten Beispielen, falls 1 = «
Ordinalzahl (auch natirliche Zahl), v(a) = n(a), und, falls . = F Formel
oder Pradikator, v(F) :=n(|F|) = n(F).

Die Vorstellung dabei ist, dafs alle Formeln Formeln ohne freie Variable sind,
und fiir wahre Primformeln AZ A\@ A, sowie fiir falsche Primformeln AL
Le

\W@ A, gilt. Fiir Formeln A = Ag A A; gilt dann A2 {0(&)\1} A,, allquantifizierte
Le Leq0,

Formeln sind dann N-Formeln mit unendlichem I. Analog wird AgV Ay und
dxA(x) interpretiert.

Definition 11.2
Induktive Definition von X=2"I"  (n > 1):

(N) A=A A, AeT AW € I(ZH"UT, 4,) = SEOTIT
el
(W) A2 \XIAL, AeTA duy € I(v() < Fu(n), n(A,) <n(a) #0,
SEST, Ay) = SHETHIT
(Cut) ¥E0"T, A und B-0"T, = A mit |A] < p, n(A) < n(a) =
SotheT,
(<) SEIT, B<pa, k< Fu(n), n>1 = SHT.

Lemma 11.3
Abschwdchungslemmas: B ~
ZI—Z""F mitn<m, p<p, 'cl'= EI—%’mF.

Beweis durch transfinite Induktion nach «a: klar

Im Folgenden wird das Abschwéchungslemma oft angewendet, ohne explizit
erwahnt zu werden.

Lemma 11.4
Regel (<):
Gilt ZI—Z"kF mit o<, und k < Fg(n). Dann gilt ST

Beweis: Es gilt a<,3, also gibt es v;,m;, so dall a <, 71 <mp 12 <ms
© <m; Y = B wobei m; < F(m1), m;j < Fg(n). Wir kénnen o.E.
annehmen, da8 m; = F,,(m1) — 1 und m; = F, (n) — 1. Daraus folgt
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dann Fs(n) — 1 =m; < m;j_y; < --- < my, also folgt aus El—g"kf‘ mit dem

(9 @ @

Abschwiichungslemma 11.3 X0, =3YEvml, = =Y-7"T, d.h.
YF5rT, die Behauptung.

Definition 11.5
Definition von =EAlm/n| durch Induktion nach |A|.
AL é\IAL dann =A[m/n] : &V e [(v(t) <m — EA,[m/n]).

AL L\%VIAL dann =A[m/n] : <dle € I(v(r) < n A EA[m/n]).
=L[m/n] : ©dlA € T'(E=A[m/n)).

Lemma 11.6
Kollabierungslemma.

SHE"T = ET[n/ Foga (n)].

Beweis durch transfinite Induktion nach a:
Fallunterscheidung nach der letzten Schlufiregel.

(M) Sei o= G +1, AX A A, A€l und Vi € I (SFS ™01 A)). Dann

folgt nach Induktionsvoraussetzung Ve € I(|=I', A,[n U v(1)/F5z,,(n U ()],
also folgt Vo € I(v(1) <n — I A n/F; 1(n)]). Gilt nun Ve € I(v(1) <
n — EA[n/F;,(n)]), so folgt [=A[n/F,(n)], also =I'n/F,.1(n)]. Anson-
sten gilt A € I(v(1) < nAELN/F;,(n)]), dh. ELn/Fua(n)l.

(W) Sei v = a4 1, A= L\éVIAL, A€l g€l mitv(y) < F;(n) und n(4,,) <

n(a) # 0, und gelte X3"T", A,,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann
=T, Ay n/Fyq(n)]. Gilt A, [n/Fs(n)] folgt [=A[n/Fayi(n)]. Ansonsten
folgt =I'[n/F5 ,(n)], also wieder die Behauptung.

(a) Gelte SHPFT mit 3 <4 a, k < Fo(n) und 1 < n. Nach dem Ab-
schwichungslemma kénnen wir o. E. annehmen k& = F,(n) — 1 > n. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt =k, Fjg41(k)]. Da 8 < a folgt B+ 1 <41 a,
also Fgyi(k) < Fan(k+1) < Fo(k+1) = F,(F,(n)) < Far1(n), also

=L, Fayr(n)].

Lemma 11.7

(A)-Inversionslemma.

AZ WA, SHOTT A = W e T(SHO"YUT A).
el
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Beweis durch transfinite Induktion nach a:
Fallunterscheidung nach dem letzten Beweisschluf.
(W) Seia=a+1, BEAB;, BeET, A und

el

Wi e I (ZI—%”U”@F,A, B~ Falls A=B, folgt nach Induktionsvoraussetzung
Ve € I(SH9"*OT A)), und mit (<) die Behauptung. Ansonsten folgt nach
Induktionsvoraussetzung V. € IV € I (ZI—;’E’”U”@U”@F, A,, By), und mit An-
wendung der (A)-Regel auf B die Behauptung.

(W) Sei @« = a+1, BEW DBy, BeT, i €I mitv(g) < Fx(n) und
el

n(B,) < n(a) # 0, und gelte El—g’”F,BLO,A. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt EFE’”U”(‘)F, B,,, A, und mit einer einfachen Anwendung von (W)
folgt die Behauptung.

(Cut) Sei a = @+ 1, ¥4I, B, A und -3, ~B, A mit |B| < p und
n(B) < n(@). Nach Induktionsvoraussetzung folgt EI—%”U”(”F,B,AL und
Z]I—E’”U”(L)F ,7B, A, und mit einem (Cut)-Schluf folgt die Behauptung.

(<) BFOAT, A mit f <4 a und k < F,(n), 1 < n. Nach Induktionsvorausset-
zung gilt SHAFYOT AL Da 3 <puu) o und kU (1) < Fo(n U (), folgt
die Behauptung.

Lemma 11.8
(W)-Inversionslemma.
Gelte XH5"T', A wobei AL %EVIAL und I endlich ist, I = {i1,..., 1k}

Dann folgt 5", A,y ... Ay,

Beweis: durch transfinite Induktion nach a:

Falls @ = @ + 1 und X-9"T', A, A,,, folgt aus der Induktionsvoraussetzung
SFenT, Ay, ..., A, und mit (<) die Behauptung. .

Ansonsten folgt die Behauptung aus der Induktionsvoraussetzung.

Lemma 11.9

Reduktionslemmas:
Gelte AL \WIAL, a+ B=yra+ G, [A| < p. Gelte X5, = A und
Le

Zl—g’"l", A. Dann folgt ZI—Z‘*B’”F.
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Beweis durch transfinite Induktion nach (:

Fallunterscheidung nach der letzten Beweisregel in I—g’”F, A.

(N) BEAB:, BeTl,3=p3+1und WV e I[(SH2"OT, A By). Mit
el

Abschwéchungslemma 11.3 folgt EI—E‘*”U”(‘) I', = A, B; und mit der Induktions-

voraussetzung also El—fﬁﬁ’”u”mf , B. Durch Anwendung von (A) folgt die

Behauptung. B B
(W), leichter Fall: BQ~W~B7, Bel,B+1=p0, v € lmitvo) < Fzn)

el

und n(B,,) < n(B) # 0. Weiter gelte SH9"T', 4, B,.. Nach dem Ab-
schwichungslemma 11.3 folgt X-7"I", =A, B,,. Nach Induktionsvorausset-

- 9.1 (a) _
zung gilt S=0+0"T, B, Dav() < Fz(n) < F_ 5(n) und n(B,,) < n(f)
9.1 () N

< n(a+ ) #0, folgt mit einem (W)- Schlufl die Behauptung.
(W), Hauptfall: Sei 3 = f+ 1, 1o € I mit v(w) < Fjz(n) und n(4,) <
n(B) # 0, und gelte El—g’”F, A, A,,. Aus dem (A)-Inversionslemma 11.7 folgt
Yoo S4,. Da a <o a + Bund 1 < n < F, . 5(n) und v(w) <
9.1 (a) _

Fg(n)~ < F, 5(n), folgt mit (<)
SHOTORT, A, (1)
Aus dem Abschwéchungslemma 11.3 folgt weiter X-0"T", A,;, mA. Zusam-

men mit EI—E’”F, A,,, A ergibt die Induktionsvoraussetzung dann

SEOTOnT A, (2)
_ 9.1 (¢

Ein (Cut) von (1) und (2) ergibt wegen |A,)| < |[A] < p,n(4,) <n(B) <

n(a + ) die Behauptung. N

(Cut): Gelte SHOMT, A, Bund S5, A, =B mit f+1 = 3, |B| < p, n(B) <

n(3). Dann folgt mit Abschwichungslemma 11.3 und der Induktionsvoraus-
setzung Zl—fj*ﬁ’”F, B und ZI—;’)‘JF@’”F, —B. Ein (Cut) ergibt dann die Behaup-
tung (da n(8) < n(a+ B)).

(2): Gilt XF2FT, A mit B < B, k < Fg(n), 1 < n. Nach Abschwiichungs-
lemma 11.3 gilt dann auch Zl—g’kU”F, A und Zl—g’kU”F, = A, nach Induktions-
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~ _ 9.1 (a)
voraussetzung also SHSTIT. Danun o+ <gun a+3, kUn < Fg(n) <
F,is(n) mit 1 < n, folgt die Behauptung mit ().

Lemma 11.10
(Wendet man ein gult wachsendes f auf die Herleitungsordnung an, ziehen
sich alle Beweisschliisse durch.)

Sei f : 7 — tolea, ) gut wachsendfy < o(en, 1)

Dann folgt:

(a) Gilt A~ &AL, AeTl und Vo € I(SH@mOD A, dann folgt
AL

(b) Gilt A~ YIA” A e T und duy € I(v(w) < Fu(n), n(4,) < n(a) #

0, SH@"D A, dann folgt SHITDnT,

(c) Gilt EI—IJ;(Q)’”F,A und Zl—g(a)’”F,ﬂA mit |A| < p, n(A) < n(a), dann
folgt Zl—g(a“)’”F.

(d) Gilt El—g(ﬁ)’kf mit B <k a, k< Fy(n), n#0, dann gilt

SH/(@)nT,

Beweis:
Beachte generell: f(a) + 1<, f(a+ 1), also folgt aus der Regel (<) 11.4:
(B[N = SflethaT) (%)

Zu (a): Mit (A) folgt X/ und mit (x) die Behauptung.

Zu (b): Mit (W) folgt, da Fiy(n) < Fyay(n) und n(a) < n(f(a)),
ST mit (%) dann die Behauptung.

Zu (c): Wegen n(a) < n(f(«)) folgt mit (Cut) SH@TD und mit (x) die
Behauptung.

Zu (d): Gilt Zl—g(ﬁ)’kf‘, B <pa, k< Fy(n), n#0. Dann folgt 3<.a, also
f(B)<nf(a). Mit Regel (<), Lemma 11.4, folgt die Behauptung.

Satz 11.11
1. Schnitteliminationssatz:

SE Ty @ < w6 = w wobei mit py := 1+ p1 p+po =nF p+ po-

Wt n
= sppn @,

Beweis durch Hauptinduktion nach p;, Nebeninduktion nach a:
Fallunterscheidung nach der letzten Regel.
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Die Fille (A), (W), (Cut) mit |A| < p, und (<) folgen aus Lemma 11.10,
Folgerung 10.8 und der Nebeninduktionsvoraussetzung.

Es bleibt der Fall (Cut) mit [A] > p.

Sei o =a+1, Y7, VA, SR =Amit p <A < p+ (1+p1)
und n(A) < n(@). Nach Nebeninduktionsvoraussetzung gilt

Gpy (W) $py (@*F),n : :
Y, ", A und 3k," "T',—A. Mit dem Reduktionslemma 11.9
wita).on
folgt SH/p 20T,
Falls [A[ = p, folgt, da, falls ¢, 117 < 0+ a < @p11(7 + 1), @p17 <

WY 1 < w2 <4 Wit < Gpi+1(y + 1) gilt, mit Lemma 10.7(b)

~10.15 ~
b (W6+a)'2 <1 Pp (w6+a+1) <2 Opy (WN_Q)- Da2Un < n(¢p1 (w5+a))'2+n+

1 < Fy, (wo+ay(n), folgt mit Abschwéichungslemma 11.3 und einem (<)-Schluf
2'_?;01 (W6+a)vnr'
Falls [A] > p, folgt [A] = p+ 1+ pg mit pp < p;. Nach Hauptindukti-

w6+o¢ .
oo (WP (T3

onsvoraussetzung folgt Yk, T, Nun gilt n(py) < n(l + pg) <

10.8
n(p+1+p2) =n(A) < nla) < n(d, (W)
Mit k := n(p2) gilt dann p; <j p, also nach Lemma 10.19
Bpo (WP VD) < takr2y Do (W0F). Dad < 224 141 < 2:n(6, (')
+n+1 < Fy (worey(n) und k+2 < n(g), (W2T9)) 42 < 2:n(d,, (WOT))+n+1 <

F folgt mit (<) SFn @
¢pl(w5+a)(n>, olgt mit (<) Xk, .

Satz 11.12

2. Schnitteliminationssatz:

ST, o <w®tl §i=w p+wi=ypp+w?.
= SR @ nT,

Beweis durch Hauptinduktion nach p, Nebeninduktion nach a:
Fallunterscheidung nach der letzten Regel.

Die Fille (A), (¥), (Cut) mit |A| < p, und (<) folgen aus Lemma 11.11 und
der Nebeninduktionsvoraussetzung.

Es bleibt der Fall (Cut) mit |A| > p.

Sei @ = a+ 1, Y-,V A, SEVT, A mit p < JA| < p+ w” und
n(A) < n(a). Nach Nebeninduktionsvoraussetzung gilt Zl—ﬁw(“’ﬂa)’”F, A und

S @A <AL Mit dem Reduktionslemma 11.9 folgt
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S 2
Falls |A| = p, folgt wie in Satz 11.11 die Behauptung.
Falls |A| > p, folgt |A] = p+ w® + -+ +w* mit v > ag > -+ > ap.
Nach Hauptinduktionsvoraussetzung folgt mit Ao := ¢7(w5+a), A=
(bao( 03 Nit1 = @a, (w'?) sukzessiv firi =1,...,k+1
EFAZQH +w® 1F
Sei m :=n(ag)U---Un(ag) U{1l}, a_y :=0.
Wir zeigen, A1 <miokts O, (W0T?), mit m +2-k + 3 < Fy (witay(n).
(Daraus folgt Ag41<n¢~(w’™®). Dann folgt mit Regel (<) 11.4 aus Xk k1T
EI—‘;;HQ’"F, was zu zeigen war.)
Behauptung: Wi <k + 131 <1 < 20+ 1( A3 <myaipr Bk, , (05(w™) +1)).
Beweis durch Induktion nach B
P = 0 A3 = w310 o g (i) 4 1),
Induktionsschritt von ¢ auf ¢ + 1:
Sei j:=3 falls i =0, und j := 2, falls + > 0.
Nij <o Air3 <mpzirt @b, (05 () + 1) fiir ein | < 24 + 1.
Mit Lemma 10.7(a) folgt w7 <, 210 R alC L) = oLt (9 (w day 4
1), wobei s := 0, falls a;_; > 0, und s := 1, falls o;_1 = 0.
Sei pig 1= ¢7(W6+a)’

o { (/by(w‘”a +1), falls a; + 1 =1,
PV b (0 (wH9) +1), falls oy + 1 < .
(Beachte daB g = d,1(d, (W), falls a; + 1 < 7.)
Falls a; = ay_1, folgt wegen g < w9 <, .94 qﬁaz Aoy (w 5*“) +1) =
Ly (w 5*“) + 1) < p; nach Lemma 10.7(b) Aiy1 = ¢, (W) <pioirs
LT (¢ (W) + 1),
Falls a; > «a;_1, folgt zunéichst OzZ 1 <m ;. Dal+s < 244+ 2, folgt nach
Lemma 10.17(b) ftg < &< o286 (wH%) + 1) =

_ 10.17(b) _
DL (P (D (W'T)) + 1) <ppy2i420a, (95 (@) + 1) < py. Lemma 10.7 (b)

ergibt dann A1 = ¢q, (W) <pyoits 02 (4 (w otay 4 ).

Es fOlgt /\k+1 <p )\k+1 -3 <m+2. k+3 ¢ak (Qb«,( 5+a) + 1) fiir ein { < 2-k + 3.

Da ay <, 7, folgt nach Lemma 10.17(b) ¢ ((by( 5+a) + 1) <max{m+2,2-k+3}
Gy (W' +1).
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Sei ¢ y1(tt0) < 0+a < dypalpo +1). Aus dypa(po) < W +1 <o w2 <4
W < ¢ (po+1) folgt nach Lemma 10.7(b) ¢, (W™ +1) <g ¢, ().
Also erhalten wir insgesamt A\gy1 <pyorts O (W) = ¢, (WOT9).

Es gilt weiter n(¢,(w’t®)) > n(a) = n(@) +1 > n(A) + 1 = n(p + w +
o w)+ 1> n(p) + n(w*) 4+ - -+ n(w*) 4 1.

Da n(w*) > n(a;), n(w®) > 2, folgt n(¢,(w’™®)) > m + 2-k + 1, also
m+2-k+3 <2m+4k+3+n < 2n(dy (W) +n+1 < Fyy wivay(n) <
Fy, woray(n).

Lemma 11.13 B
Gilt fiir alle Formeln A mit A2 A A, oder A2 \XIAL Ve e I(|A| + 1<)

#
|A|). Dann gilt fiir alle Formeln A S 2T A, = A.

Beweis durch transfinite Induktion nach |A|:

O.E. sei AL A, A, (denn, falls AL v A,, folgt -AL A —A, und ~—A=A,
vertausche also A und —A.)

#
Nach Induktionsvoraussetzung gilt V¢ € (ZI—BAL‘ ' 2+1’"F, A,,—A,), also abge-
schwicht und nach Anwendung eines (W )-Schlusses wegen v(1) <

#
ey () U) und n(4) < n(|A,) 2 + 1) SR R0 4 A Mit
Regel (<) 11.4 folgt, da [A,|72 + 22,1472,
#
Z]I—‘OA|'2"’(L)U"F, A,,—A fiir alle ¢ € I also mit einem (A )-Schluf

#
Al72+1, :
ZI—‘O "2+ "T', A,—A, was zu zeigen war.



Kapitel 12

Interpretation der
Peanoarithmetik in (X)

In diesem Kapitel wird die Peano-Arithmetik (PA) eingefithrt und in (X)
interpretiert. Damit konnen in Kapitel 15 Schranken fiir in (PA) beweisbare
[19-Sétze gefunden werden.

Definition 12.1

Definition des Systems (PA) der Peano-Arithmetik.

Terme sind die Variablen x,y, ..., die Konstante 0 sowie St, falls t Term,
wobei S die Nachfolgerfunktion (Successor) bezeichnen soll. Dann sei

. =S%.

Primformeln seien (f(t1,...,t,) = tni1) und (f(t1,...,tn) # tuy1), wobei f
ein Symbol fiir eine elementare Funktion sei, und t; Terme sind.

Formeln sind Primformeln A (mit |A| := 0) , (AN B), (AV B), (mit
(AN B)| :==|(AV B)| := max{|A| + 1,|B| + 1}), VzA, JzA (mit |VzA| :=
|FzA| := |A| + 1), falls A, B Formeln sind.

Die Negation einer Formel sei eine definierte Operation, bezeichnet mit —,
also =(f(t1, - tn) = tus1) : =(f(t1, .- tn) # tus1), =(f(t1, .o tn) # tusr)
=(f(t,. . ty) =tus1), "(AAB) : =(mAV-B), =(AV B) : =(-A AN D),
—(VzA) : =3z(-A) , =(3zA) : =Va(-A).

Die Aziome von (PA) seien :

1) Logische Aziome: PAF™T,—A, A fiir jede Formel A und jedes m > 2-|A|.

79
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2) Elementare Aziome: Alle Einsetzungen von Termen fir x,y,z,... in :
(m e IN)
(=) PAF"T,z =2, PAF"T,x+#vy,y=ux,
PAF"T z #y,y # z,x = 2.
(S) PAF™T,Sx #0, PAF"I, Sz # Sy,xz =1y,
PAF"Ix # y, Sz = Sy.
(f) PAF™L, , Definitionsgleichung fiir jede elementare Funktion f
zum Beispiel
(+) PAF"T,z+0=uz,
PAF"T x4+ y # z,x+ Sy= Sz,
PAF"T x££ a2 y#y, 242 c+y#z,2 +y =2,
PAF"T o+ y#z,x+y#£2,2="2".
3) Induktionsaziome: PAF™T',=A(0),3x(A(z) N 2A(Sx)),VxA(x) fir alle
Formeln A, m € IN,|[A| +1 < m.
4) Logische Regeln:
(A) PAF™T, Ay, PAF™T, Ay = PAF™TIT (Ag A Ay).

(V) PAF™D, A; miti € {0,1} und |Ai] <m = PAF™IT, (4, V A)).
(V) PAF™T, A(z) wobei x nicht frei in I’ = PAF™MT VzA(z).
(3) PAF™T, A(t) mit |A(t)| <m und t = S0 oder S'z mitl <m

= PAF™M3zA(z).
(Cut) PAF™D, A, PAF™T,—A mit |A| <m = PA-™+IT.

Die Formeln werden im Beweissystem (X) standardmdfig interpretiert, d.h.:
Ist A wahre Primformel, so gilt A2 m@AL, ist A falsche Primformel, so
Le

0 4A : A A
gilt A= L\g@ A,. Weiter (Ag A Al)—LE{@l}) A, (AyV Al)—Lengl} A, VzA(x)
—Zé&]}\l A1), EI:/UA(:E)—ZQ{\I A(1).

Lemma 12.2

FEinbettungslemma fiir (PA):

PAF"Tay,...,a,], wobei ay,...,a. alle freien Variablen in T' sind. Dann
gilt YFeormmaxtlmme} Dy, oo m] fir alle mq, ..., m, € IN.

Beweis:

Beweis der Behauptung durch Induktion nach m.

Schreibweisen:

A* = A[mh cee 7m7“]7 genauso "= F[m17 tee 7mT]‘
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Weiter sei n := max{1,my,...,m,}.

Fallunterscheidung nach der letzten Regel:

a) Logisches Axiom:

Nach Lemma 11.13 gilt, da |A*| = |A| € N,

SH2ARLRAx px g+ ().
Da 2:|A| +1 < w+ 2-|A| mit k :=2:|A| +1 < F,42.4/(n), folgt mit (<) und
Abschwichungslemma 11.3 EI—;’.Tj"lA""A*,A*, —A* und mit (<) die Behaup-
tung.

b) Elementare Axiome:

Sei '=A, Ay,..., A. Dann folgt immer =A;" fiir ein 4, also AL L& A,. Mit

() folgt nun SHUF™AS AL AT

¢) Induktionsaxiom:

Sei '=A,-A(0), Jz(A(z) A —A(Sx)), Ve A(x).

Sei [ :=|A(0)] = |A*(0)], C : =3x(A*(xz) A ~A*(Sx)).

Zu zeigen ist SHTIA* 2 A%(0), O, Vo A* (x).

(Daraus folgt mit (1) Wm > |A| + L(ZFL™ " A* = A*(0), C, Ve A*(x)).

Wir zeigen durch Induktion nach m

S nIm A S A(0), C, A*(m).

(Dann folgt, da 2:0 +m + 3 <,u@itmts) w + 1 und nU (210 4+ m + 3) <
2:(I4+2)+ (nUm)+1 = 2-n(w+1)+(nUm)+1 < Fyy(nUm) < F, 4 (nUm),
mit (<) SHTAR 2 A5(0), C, = A*(m) und mit (A) dann

Z]I—‘l‘j:rlHl’"A*, -A*(0),C,VxA*(z).)

Fiir m = 0 folgt die Behauptung aus (*) in a) mit ().

Sei m =m/ + 1. Aus a) folgt

ST AR S A% (0), A*(m), 2 A*(m), A*(Sm') sowie

SEEEEIM AR S A%(0), 2 A*(Sm), = A*(m'), A*(Sm/), mit (A) dann
SEETEM AR, S AR(0), (A*(m) A = AR (Sm))), — AR (), A*(Sm).

Mit (<) folgt nun

Sy RO A S A%(0), (A*(m!) A =A% (Sm')), =A% (m), A*(Sm).
Dam’ < Fyimi2(num’) und n(A*(m" )A-A*(Sm')) = [+1 < n(2-1+m'+2),
folgt mit (W)

Sy iSO A S A%(0), Fx(A* () A —A*(S)), ~A*(m'), A*(Sm').

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt

El—ﬁfmlﬁ’"umlA*, —A*(0),C, A*(m/). Ein (Cut) mit Schnittformel
A*(m) (JA*(m))| =1 <141 und n(A*(m')) =1 < n(2:l+m’ + 3)) ergibt
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E|_l2-:1i-m +4,nU(m’+1) A* —A* (O), C, A*(Sm’)

d) Falls I" mit (Cut), ( ), (V) erschlossen wurde, folgt die Behauptung leicht
aus der Induktionsvoraussetzung .

e) Falls die letzte Regel (3) war, d.h. T=A,3zA(xr) und PAF""TA A(t)
mit t=5'0 oder S'a;, wobei I, |A(0)] < m — 1. Ist t = Sla; so folgt (A(t))*=
A(S'my)=A(l+m;). Seiin diesem Fall k := m;, und im Fall t=5'0 sei k := 0.
Es folgt k£ < n. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

SO AR (AR +1))7). Dan((A(k+1)") = |A0)] <m —1 < n(w+
(m—=1)und k+1 < n+m < Fyupm1(n) < Fopmoi(n), folgt mit (W)
Ypwsmn,

f)Falls die letzte Regel (V) war, d.h. T=A,VzA(z) und PAF""'A; A(a), mit
a nicht frei in A, folgt nach der Induktionsvoraussetzung
SpetmmbrdiA A1) fiir alle [ € IN. Mit () folgt

SFwHmaA* Vg A* ().



Kapitel 13

Definition von (DA), (RA*) und
Interpretationen Int?

In diesem Kapitel wird die Aj-Analysis (DA) im Tait-Kalkiil und das halb-
formale System (RA™), das eine spezieller Fall von (X) ist, eingefiihrt. Weiter
wird die Interpretation von Formeln von (DA) in (RA") definiert.

Definition 13.1

Definition des Systems (DA) der Aj - Analysis:

Die primitiven Symbole seien:

1. Abzdihlbar unendlich viele freie und gebundene Zahl- und Prddikatvariable.
2.0, S, , Symbole fiir n-stellige elementare Funktionen.

3N, Vv, Y, 3 N (), ~,, [Kommal, . [Punkt].

(~ ist dabei ein Negationssymbol).

Terme seien 0, freie Zahlvariable, sowie St, falls t Term ust.

1510 := |Sa| :=1 (a freie Zahlvariable).

Primformeln seien (f(t1,...,tn) = tni1) und (f(t1, ..., tn) # tos1), falls f
Symbol fiir eine n-stellige elementare Funktion und ty, ..., t,+1 Terme sind.

Induktive Definition von Formeln und Prddikatoren mit ihrem Rang (|-]).

1) Jede Primformel ist Formel vom Rang |(f(t1,...,tn) = tus1)| =

((f(trs - tn) # tngr)| = max{[ta], . ., [tnga [}

2) Fiir jede freie Pradikatvariable U gilt: U und ~U sind Prddikatoren vom
Rang 0.
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3) Ist P Pradikator und t Term, so ist P(t) Formel vom Rang max{|P]|, |t|}+
1.

4) Mit A, B sind auch (ANB), (AVB) Formeln vom Rang max{|A|, |B|}+1.
5) Ist F(0) Formel, x gebundene Zahlvariable, die nicht in F(0) vorkommt, so
sind Yo F(x), JxF(x) Formeln, sowie \x.F(z) und ~Ax.F(x) Pradikatoren
vom Rang |F(0)] + 2.

6) Ist U freie Pradikatvariable, F(U) Formel, die die gebundene Pradikat-
variable X mnicht enthdlt, so sind YXF(X), 3XF(X) Formeln vom Rang
|F(U)| + 3.

Beachte, daf$ das Symbol ~ nur in der Form ~X und ~U und ~A\x.F(x) in
Formeln und Prddikatoren vorkommt.

Die Negation von Formeln und Prddikatoren sei eine definierte Operation,
bezeichnet mit dem Symbol —:

([t tn) =tpyr)  =(f(t1, - tn) # tag), 2(f(t1, .oy tn) #tper) =
(f(t1,...,tn) = thy1), "(AAB) : =(—-AV -B), 2(AV B) : =(-A AN -B),
ﬂ(VxA) : EHZE(—'A) s ﬂ(Ela:A) : EVQS(—'A), ﬁ(VXA) : EHX(ﬁA), ﬁ(HXA) L=
VX (-A), U : =(~U), ~(~U) : =U, ~(Az.F(x)) : =~Av.F(x),
—(~A F () =XeF(x), ~(P(t)) : =(=P)(t).

Weiter (A — B) : =(—A V B) sowie
(A=B):=((A— B)AN (B — A)=((mAV B) A (=B V A)).

Definition von DAF™T:
1) Logisches Aziom: DAFIAF3T, A —A.
2) Elementare Aziome: alle Finsetzungen von Termen fir x, y, z,... in
(=) DAFT,z =z,
DAFT  z £ y,y = x,
DAFT 2z £y, y # 2,0 = 2,
(S) DART, Sz # 0,
DART, Sz # Sy, x =y,
DAF'T, z # y, Sz = Sy.
(f) DAR'T, , Definitionsgleichung fiir jede elementare Funktion f*,
zum Beispiel
(+) DAFT,z+0=z,
DAFT, 2 4+ y # 2,2 + Sy = Sz,
DAFT 2 # 2"y 4y, 242 o +y# 2,2 +y =72,
DAFT 24+ y#z,2+y#2,2=2".
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3) Schlufregeln:
(/\) DAF"T, Ay, DAF"T', A, = DA|_n+1F, (AO A A1>
(V) DAF"T,A; miti € {0,1} und n > (|A;| +1) = DAF"TIT, (4y V Ay).
(V1) DAF"T, F(a) wobei a nicht frei in T = DAF"MT VaF(x).
(31) DAF"T,F(t) mitn > (|[F(t)|+ 1)U |t| = DAF"T 32 F(z).
(V2) DAF"T, F(U) wobei U nicht frei in T = DAF"TT VX F(X).
(32) DAR"T, F(P) wobei P ein elementarer Prddikator ist, d.h. ein Prd-
dikator ohne gebundene Pridikatvariablen, mit n > (|F(P)|+ 1) U |P|
= DAFHIX F(X).
(3) DAF™a(¥Y A(z,Y)—3Y B(z,Y))

DAF'T, F(\.VY A(z,Y))

wobei n > (|A(0,U)| + |F(U)|) +3) U (|B(0,U)| + 3)

und A, B keine gebundenen Prddikatvariable enthalten

— DAL, 3XF(X).
(A1)  DAF"T,F(t) = DAF"TIT \z.F(z)(t).
(A2)  DAF"T,=F(t) mitn > (|F(t)| + 1)U |[t| = DAF"TIT, ~ Az F(x)(1).
(ind) DAF"T, F(0),

DAF"T, = F(a), F(Sa) wobei a nicht frei in I' und n > |F(0)] + 1.
= DAF"MT Vo F(z).

(Cut) DAF'T, A, DAF"T, A mit n > |A| = DAF"T.
(<) DAF'T, m>n= DA-"T.

Definition 13.2

Definition des halbformalen Systems (RA*) der verzweigten Analysis:

Die primitiven Symbole seien:

1. Abzdhlbar unendlich viele freie und gebundene Zahlvariable.

2. Abzihlbar unendlich viele freie Pridikatvariable U° der Stufe 0.

3. Abzdhlbar unendlich viele gebundene Prddikatvariable X7 jeder Stufe o
# 0 (0 Ordinalzahl).

4.0, 8, , Symbole fiir n-stellige elementare Funktionen.

5N, Vv, Y, 3, N (), ~,, [Komma], . [Punkt].

Zahlen sind 0, SO, ..., 1 : =5'0, Terme sind Zahlen und a, Sa,SSa, ... fir
freie Variable a, |S'0| := |S'a| := 1.

Primformeln sind (f(t1,...,tn) = tnr1) und (f(t1,...,tn) # tas1), falls t;
Terme sind und f Symbol fiir eine n-stellige elementare Funktion.
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Induktive Definition von Quasi-Formeln und Quasi-Pradikatoren mit ihrem
Rang (Bezeichnung |A]) und ihrer Stufe:

1. Jede Primformel ist eine Quasi-Formel der Stufe O und vom Rang

F(trs ) = taa)| = |(F (s s t0) # )] = max{ 1], [}

2. Ist U° freie Prédikatvariable, so sind U° und ~U°® Quasi-Prddikatoren
der Stufe 0 und des Rangs 0.

3. Ist P° Quasi-Prdadikator der Stufe o und t Term, so ist P(t) Quasi-
Formel der Stufe o und vom Rang (|P°|Y |t]) + 1.

4. Mit A, B Quasi-Formeln der Stufen o, ( sind auch (AN B), (AV B)
Quasi-Formeln der Stufe max{o, 3} und vom Rang (|A|Y |B|) + 1.

5. Ist F(a) Quasi-Formel der Stufe «, a freie, x gebundene Zahlvariable, die
die nicht in F(a) vorkommt, so sind VxF(z) und 3zF(x) Quasi-Formeln,
sowie \x.F () und ~\x.F(z) Quasi-Pradikatoren der Stufe o und vom Rang
| F(0)|#fw.

6. Ist F(U°) Quasi-Formel der Stufe a, X” gebundene Prddikatvariable der
Stufe 3, die in F(U°) nicht vorkommt, so sind VXPF(XP) und 3XPF(XP)
Quasi-Formeln der Stufe v = max{a, 8} und vom Rang (|F(U°)|Hw?-3)#w?.
Formeln und Pradikatoren sind Quasiformeln und Quasiprddikatoren ohne
freie Zahl- und Pradikatvariablen.

Definition von —A fiir (Quasi-) Formeln und (Quasi-) Prddikatoren A (wobei
ggf- auftretende gebundene Variablen x,y,..., X* Y ..., die nicht durch
einen Quantor oder \ gebunden sind, wie freie Variable behandelt werden
sollen): =(f(t1,...,tn) = tnr1) : =(f(t1, ... tn) # torr), 2(f(t1, ... t,) #
tnr1) s =(f(t1, ... tn) =tns1), 7(AANB): =(mAV-B), 2(AV B) : =(-AA
—|B), ﬁ(V:EA) : Eax(—'A) 5 —\(H.TA) : va(—'A), —|(VX°‘A) : EHXO‘(—!A),
—(3X*A) : =

VXY(=A), ~U°: =(~U%), =(~U% : =U°, —~(Az.F(z)) : =~\z.F(z),
—(~AT F(2)) : =X\ F(x), ~P*(t) : =(—P%)(1).

Weiter (A — B) : =(—AV B) sowie
(A=B) :=((A— B)AN (B — A)=((mAV B) A (=B V A)).

Wir ordnen jeder Formel A eine Darstellung A2 @1 A, oder AL \XIAL 2u:

Falls A Primformel ist, so sei, falls A wahr, A2 m@AL, falls dagegen A falsch,
Le

AZ VA,

€0
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Falls A=)z F(z)(m), so sei A2 N F(m).

ve{m}

Falls A=~z F(z)(m), so sei A2 W —F(m).

e{m}

Falls A=(Ag N Ay), so sei AL A A,

1€{0,1}

Falls A=(Ag V Ay), so sei A2 W A,
1€{0,1}

Falls A=VxF(x), sei AZ é\]N F(n).
Falls A=3zF (), sei A= v F(n).
ne

Falls ASVXF(X?), sei A= .y F(P), wobei I : ={P* | P*Pradikator einer
Stufe a < o, P% ist mit F vertrdglich, d.h. die gebundenen Variablen
von P* sind verschieden von denen von F' }.

Falls A=3X°F(X?), sei A= PYIF(P)’ wobei [ : ={P* | P*Prddikator einer
Stufe o < o, P* ist mit F vertrdglich }.

RA™=0"T wird dann gemdfs dem Beweiskalkiil von Kapitel 11 definiert.

Folgerung 13.3

Ist A (Quasi-)Formel oder (Quasi-)Prddikator von (RA*) der Stufe o, dann
gilt:

(a) w30 <|A| <w (o +1).

(b) A=——A.

(c) [A] = |=A].

(d) A= A A, = —AE v A, (falls A Formel).

(e) AZ VA, = —AL A A, (falls A Formel).

Beweis durch Induktion nach dem Formelaufbau: klar.

Lemma 13.4

Sei d=aq, . .., ay freie Zahl-, UEUIO, ..., UY freie Pridikatvariable, t=ty,...,
ti, Terme, ﬁEPf‘l, ..., Pom Prddikatoren der Stufen o, ..., oy, die mit der
Quasi-Formel oder dem Quasi-Pradikator F(d, [7) vertrdaglich sind. Seim :=
max{|ti],...,|t|, n(P"),...,n(P)}.

Dann gilt:

(a) n(F(@,0)) < n(F(t, P)) < n(F(@U)) +m.
(b) Ist Stufe(F(a,U)) =0, ay,...,an < 0.
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Dann folgt |F(@,U)| < |F(f, P)| < |F(@,U)| +w-(m + 1).

(c) Ist n =0, so folgt |F(a)| < |F(t)| < |F(@)| +m.

(d) Ist k=0, n =1, ay < 3. Dann folgt |F(P{")|<,,peryo VX F(X)]
= [3XPF(XP).

(e) Ist k =1, n=0. Dann folgt |F(a1)|<pju|VeF(z)| = |3zF (z)]
= |[(~) Az . F(z)].

Beweis:

(a) Wir zeigen nur n(F (i, P)) < n( (@,U)) +m durch Induktion nach dem

Aufbau der Formeln, n(F( P)) folgt dann analog.

Zunichst gilt fiir Terme s(@)  [s(a) s(8)] < |s(@)] + m.

Falls F(a N=(f(51(a), ..., s(a) = s+1( a)), folgt |s:(£)| < |s:(@)| + m, also

n(F(t>P)) max{|s1(£)],..., [sk(B)]} < max{|si(@)] +m, ..., |sp(@)] +m}

)|+ m. .

,@)=U? oder F unabhiingig von @, U, ist die Behauptung klar.

- =~ 99 -

Falls (@, 0)=(A(@,0) A B@.0)), folgt n(F(E B)) 2 max{n(AF B)),
. v

n(B(t, P))} +1 < max{n(A(@,U)) +m,n(B(a,

- 9.9
max{n(A(@, 0)), n(B(@ 0))} +m + 1 Xe),
Falls F (@, U))=VeG(z,a@,U), \x.G(x,

v

+n(w) <n(G(0,d, U))+m+n( )= n(F
(
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Falls F(a@,U)=VX"G(X",@,U), folgt n(F(t, P)
+ n(w 2)%/ max{n(G(V°,a,U)) + ﬂ;, n
max{n(G(V°, @, 1)), n(wB)} + n(w?) +m" = n(F(@U))+m

In allen anderen Féllen folgt die Behauptung aus der Behauptung fiir —F,
|F(a,U)] = |~F(a,U)| und [F(t, P)| = [=F(t, P)|.

(b) i) Durch Induktion nach dem Aufbau von F' folgt sofort wegen (a) und
mit Lemma 9.9(f) |F(@, U)| < |F(t, P)|.
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ii) Nach Folgerung 13.3(a) existiert cin [ € IN mit w0 + w1 < |F(a,U)| <
w30 +w?(1+1).

Zeige w0 + w21 < |F(t, P)| < w0 4+ w?-(I+ 1) durch Induktion nach dem
Aufbau der Formeln.

Falls F(a@,U)=VX"G(X", @ U) mit Stufe(G(V°,a,U)) < o, folgt aus
Stufe(F(@,U)) = o v =0, weiter StufeG(VO, ¢, ]3)) < o, also

|G(V0 a,U)], \G(VO £, P)\ < w?.0. Nach Definition und Lemma 9. 9( ) folgt
w 0+w2 < |F(a@,U)| < w?o+w?2und w0 +w? < \F(t P)| < u? 0+w 2.
Falls F(a,U) VX“’G(X“’ a,U) mit Stufe(G(V°,a,U)) = o, folgt w0 +
w2l <|G(VY @ )\ <wdo+w?(I'+1) fiir ein I’ € IN, weiter nach Indukti-
onsvoraussetzung wotwrl < \G(Vo,t, P)| < w30 +w?(I'+1). Nach Defi-
nition und Lemma 9.9(a) folgt w3-o+w?-(I'+1) < |F(a@,U)| < w-o4w?(I'+2)
und w0 + w? (l’—|-1) <|F(t, P)\ <wo 4 w? (l’+2)

Falls F(a U)=(A(a, U)/\B(a U)) mit Stufe(A(d@,U) = Stu fe( (@, U)) =0,
w3 4 wrr < |A@ U)| < w0 + w(r+ 1) und w? a—l—w s<\B
w3-0+w?(s+1), folgt nach Induktionsvoraussetzung w3-o +w?-r <
< o+ wh(r+1) und wdo 4+ ws < |B(t, P)| < wto + w(s +
folgt mit I := max{r, s} w0 + w2l < |F(@ U)| < w0 + w2’ +
wdo + w2l < |F(t, P)| < wdo + w2 (' +1).

Falls F(a@,U)=(A(a@,U) A B(@,U)) mit Stufe(A(d@,U) < o oder
Stufe(B(a@,U)) < o, sei 0.B. Stufe(B(@,U)) < o, also Stufe(A(@ U)) = o
wdo + w?r < |A@U)] < wdo + w?(r +1). Dann folgt nach Induk-
tionsvoraussetzung w®-.o + w2r < |A(f,P)| < w0 + w?(r + 1). Wei-
ter gilt |B(@, U)],|B(i. P)| < wo. BEs folgt wdo + wr < |F(@,U)] <
w30 + w?(r +1) und wd-o + wrr < |F(f, P)| < wdo +w(r + 1).

Falls F(a@,U)=VxG(x,d,U) oder F(a@,U)=\z.G(x,a,U), folgt aus

w30+ wl' < |G(0,d,U)| < w0 +w?(I'+1) nach Induktionsvoraussetzung
w3 + w2l < |G(0,1. P)| < w30 + w?-(I' + 1) und nach Definition w30 +
w2l <|F(@ U)] < w0 +w?(' +1) und wdo + w2l < |F(i, P)| < w0 +
w(I' +1).

Falls F (@, U)=Q(a, U)(s(d@)), folgt die Behauptung wie eben.

In allen anderen Féllen folgt die Behauptung aus der Behauptung fiir
~F(@,0).

iii) Aus i) und ii) folgt |F(a,U)| < |F(i. P)| < |F(@,U)| +w?, d.h. dr,s €
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IN(|F(t, P)| = |F(a@,U)|#w-r + s). Nach (a) folgt 2-r + s = n(|F(£, P)|) —
n(|F (@, U)|) < m, also r < m, d.h. |F(t, P)| < |F(a@,U)| 4+ w-(m + 1).

(c) i) Durch Induktion nach dem Aufbau von F' folgt sofort wegen (a) und

mit Lemma 9.9(f) |F(@)| < |F(t)|.

ii) Sei wy < |F(d)| < w-(y+1). Durch Induktion nach dem Formelaufbau

folgt dann w-y < |F(£)] < w-(y +1).

111) Aus i) und ii) folgt |F(a)| < |F(t, ]3)\ \F
IN(| F( ﬂ| F(@)| + 7). Nach (a) folgt r = F(1))

[F(E,P)| < IF( O)l +m.

(a,U )|+w dh. dr e
) — a)|) < m, d.h.

(d) Falls Stufe(F(UY)) < 3, folgt Stufe(F(P{)) < (3, also ]F(Pf“)\lgg(a)
w3.0 < |VXPF(XP)|. Ansonsten folgt nach (b) |F(P)| < |F(UY)| + w? <
|VX5F(Xﬁ)\. Es folgt also in jedem Fall |F(P)| < [VXPEF(XP)|, also
|F(PM)] <, y [VXPF(XP)|. Nach (a) folgt n(F(P)) < n(F(UY)) +

n(pFt) <2 n(VXﬁF(Xﬁ))+n(Pfl)+1 < Fyxopees) (n(Pr)), also |[F(P)]
<1un(PY) IVXPF(XP)| = [3XPF(XP)|.

(e) Nach (c) folgt [F(t1)| < [F(ay)| + |ta] < [VaF(x))[, nach (a) n(F (1)) <
n(F(a1)) + 0] < 2n(VeF(2))) + 0] + 1 < Fiyere) ([h]) also [F(#)][<wpn
VoF(z)] = [BeF(z)] = [(~Az F(2)].

Definition 13.5

Sei o > 0.

Definition von (Quasi-)Interpretationen von Formeln von (DA) im halbfor-
malen System (RA™):

Eine Quasi-Interpretation Int® ist eine Abbildung, die jeder freien Zahlva-
riablen a entweder eine Zahl Int’(a) € IN oder a selbst, sowie jeder freien
Pradikatvariablen U entweder einen Pradikator von (RA™) P* = Int°(U)
einer Stufe o < o oder U° zuordnet.

FEine Interpretation ist eine Quasi-Interpretation mit Int’(a) # a und
Int?(U) #£ U°. FEine Interpretation ordnet also jeder freien Zahlvariablen a
eine Zahl Int’(a) € IN und jeder freien Prddikatvariablen U einen Prddikator
von (RA*) P* = Int°(U) einer Stufe « < o zu.

Sei A eine (DA)-Formel oder ein (DA)-Pridikator. Dann sei AT die
(Quasi-)Formel bzw. der (Quasi-)Pradikator, der aus A entsteht, indem
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jede freie Zahlvariable a durch Int°(a), jede freie Pradikatvariable U durch

Int®(U) und ~U durch =(Int°(U)), jede gebundene Pridikatvariable X

durch X7 und ~X durch ~X? ersetzt wird. Sind dabei die gebundenen Va-

riablen der Int(U) mit U oder ~U kommt in A vor und Int®(U) # U® von

denen von A wverschieden, so heifst Int® eine (Quasi-)Interpretation fir A.

Die Interpretation eines Terms t'™° wird analog definiert.

Ist Int? eine (Quasi-)Interpretation fir A. Dann sei

ma e = max({1} U {|Int’(a)| | a freie Zahlvariable und kommt in A vor}
U{n(Int’(U)) | U freie Prdidikatvariable, die in A vorkommt }).

Folgerung 13.6

(a) Sei A Formel oder Pridikator von (DA), Int® Interpretation fiir A. Dann
gilt |AT | <y et aw? (0 + 1) und n(A™7) < n(wP-o) + | Al + ma e
(b) Enthilt A keine gebundenen Pridikatvariablen, so gilt |A™ <, o 414
w30 und n(A"M™) < |A] + ma rne -

Beweis

(a) Es geniigt n(AM™7) < n(w-0) + |A| + ma rne (%)
zu zeigen, denn nach Folgerung 13.3(a) gilt A" | < w3-(0 + 1) also |AI™”|
<p(armery w?+(0 4 1), und aus (x) folgt dann n(A™") < n(w* (o +1)) + A+
ma e + 1 < Fus.op) (|A] 4+ ma e ).

Beweis von (x):

Zunichst gilt w?[0] = w!, W!0] = 1, 1[0] = 0, also n(w?) = 3, n(w) = 2,

n(1) = 1.
Sei A=A(Uy,...,Uk,a1,...,q;), wobei Uy, ... U alle freien Pradikatvaria-
blen, ay, ..., a; alle freien Zahlvariablen in A sind.

A entstehe aus A, indem U; durch U? und gebunden Pridikatvariablen X
durch X7 ersetzt werden.
Zeige n(A) < |A| + n(w*-0) durch Induktion nach dem Aufbau von A.
Falls A Primformel, folgt n(A) = n(A) = |A].
Falls A=U;, folgt n(A) = 0.
Falls A=(B A C), (BV C), folgt n(A) = n(|BY C|+1) = max{n(B),n(C)}
3
o)

—i—l%/ max{|B|+n(w*o),|C|+n(w*o)}+1=max{|B|,|C|} +1+n(w*0o) =
|A| + n(w3-0).

Falls A=V2F(z), 3xF(z), (~)A\z.F(z), folgt n(A) = n(]*:(v())) + 2g|F(O)| +
n(w*o) +2 = |A| + n(wo).
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Falls A=P(), folgt n(A) = max{n(P), |t} + 1<{|P| + n(w*-o), [t]} + 1 <
|A| + n(w3-0).

Falls A=VX F(X), 3XF(X), folgt n(A) = n((|F(U)| H w.0)#w?)

= max{n(F(U)), n(w-0)} + 3

%/maxﬂF(U)] +n(w3-o),nwao)} +3

= (|F(U)| + 3) + n(w*0) = |A| + n(w?-0).

Mit Lemma 13.4(a) folgt n(A™°) < n(A)+ma e < n(w?-0)+|A|+ma e
(b) Es gilt [A™"] < w30. Sei A wie in (a) definiert. Dann folgt durch
Induktion nach dem Aufbau von A wie beim Beweis von (a) (x) n(A) < |A4|,
also wie in (a) n(A™") < |A| + ma e und wie in (a) A < 4wio.



Kapitel 14

Interpretation der Beweise von
(DA) in (RA™)

In diesem Kapitel wird das System (DA) in (RA") interpretiert. Damit
ist, zusammen mit der in Kapitel 11 geleisteten Arbeit, der Weg frei, um
Schranken fiir in (DA) beweisbare T13-Séitze zu finden.

Lemma 14.1

Sei A (DA)-Formel, I' (RA")-Formelmenge, Int® Interpretation fir A. Dann
qgilt

RA* '_(()w3~0')#3+17|A|+mA,1nt‘7 F[ntd 7 Alnt° 7 —|AI”tU ‘

Beweis: .
Nach Lemma 11.13 gilt RA*F{A™ "2Hbipmes qtme _ qtme.
Wegen |A™| < w3-(¢ + 1) und o > 0 folgt (]Alntg|#2) +1< (w?’-a)#?) und

o 13.6(a) 4
n((JA172) +1) < 2n(wd o)+ 2:|A| +2ma e +1 < 2n((w?0)"3) +

2|A‘ + 2'mA,Int0 +1< F( 3 )#3(2‘A| + 2'mA7Int‘7)a also |Alnt°‘#2 +1

~ # .

<o Al42mp o (WP0)" 3. Weiter 2-(|A| 4+ ma rne) <
F(( , )#3)+1(\A| + M 10t ), (w?’-a)#?) <o ((w3-0)#3) + 1. Zweimalige Anwen-
dung von Regel(<) 11.4 ergibt

3 \H#
w3-0)" 3+1,|Al+m o o o
RA*I—(() ) |A] A,Int‘TFInt 7Alnt 7_|Alnt .

93
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Lemma 14.2
Sei 0 < 01 < 09, VXG(X) (DA)-Formel, G(U) ohne gebundene Prddikat-

variable, Int’ eine Interpretation fir G(U°), aufer fiir U° selbst. Dann
folgt
RA (e

3)twH|GU)|+1,mg, 1402

SVXGMT(X7), VXTI GIMTE (X,

Beweis:
Nach Lemma 14.1 gilt

RA*l_O(W 02) 3)+1, IG(U)|+(mG Into2Un(P G[ntUQ (Pa) G[mfoz (Pa)
fiir alle mit G vertraglichen Prédikatoren P einer Stufe o < . Mit Regel
(<) (11.4) folgt da |G(U)| + (mg rnte2 Un(P*)) > 1,
RA*I—O(W o2)" 3)HGU)+(mg rnio2 Un(P®))mg, 102 Un(PY)

_|G1nt"2 (Poz)7 Glnt°2 (Pa).
Da nach Lemma 13. 6( ) n(=G7 (P)) < n(w09) + |G(U)| + (ma ez U
n(P*)) < n(((w 02) 3)+ |G(U)| + (mg e Un(P?))) und n(P*) <

n(P*) Umg rneo2), folgt mit (W
(w302)" )+|G( ) +(me. g2 Un(P*))z (n(P?) G, Into2 ), folg (W)

RA*I—O(W o2)” 3)HIGWU)N)+(mg, rneo2 Un(PY))+1mg 102 Un(P?)
Jx o2 _|GInt"2 (XUQ), Glnt"2 (Pa).

=V X0o2@GInt?2 (X°2)
Da (mG [mgaz U n(PO‘)) + 12mG71m02Un(pa)w, folgt mit (2)

") tutiow )im, rnie2 Un(P*)

-y X2 GInt"2 (X02>7 Glnt"2 (PO‘).

RA* )
Mit (A) folgt
RA*- (w? 02) 3)+w+|GU)|+1mg ni02
0
VX 2GIM (X 2) VX G (X,
Lemma 14.3

Seien F(A\x.A;(z)), Ai(0) (RA")-Formeln,
= |F(Az. Ay (z )) d |[F(Ax. Az ()]

Dann gilt RA*FY o+ ~(Va(Ay (x) = Ay(z)), ~F(\z. Ay (z)), F(\x.Ay(z)).
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Beweis durch Induktion nach dem Aufbau von F.
F; .= F(\z.A;(2)).
1. Falls F(U°) = U°(m), folgt nach Lemma 11.13
#
RA*H|A DT A (i ) —A;(m), mit (W) also, da

n(=Ai(m) < nllAi(m)[f2) + 1) undm < B, ().

#
RA*H|AMEDT2m A (1) (~Az. Ay (2))(m). Weiter folgt aus

E‘!Fl
RA*- (A2 2)+171A2(m),w42(m)7 mit (A)
RAT |A2 m)|” 2)+27mm42(m),(Ax.Ag(x))(m)-
—_—

EFQ
Mit einer Anwendung der (<) Regel 11.4 und einem (A\)-Schluf folgt dann

RATF{MEIBAIT8m 4 () A - o)), ~Fi Py
Da (A, (m) A =As(m >> n(((|As(m)| ¥ [A2(m))72) + 3), folgt mit (W)
RA*H{I MBI T244m (4, () A Ay (m)) V (Ag(m) A =y (m)),

= (A1 (m) = Az (m))

-F, By,
Da n(=(Ay (m) = Ag(m)) = n((|A1(m)| Y| Az(m)]) +2) <
(|1 (m)| Y | As(m)|)72) +4), folgt mit (v)
RA (Bl 245ma 40y A0 (2)), < Fy B,
Nun gilt |F}] = [Az.4,(z)(m)| = (| 4:(0)[#w)Im) + 1, |Ai(m)]| = |4,(0)| + &
fiir ein k; < m, also (| A42(m)| Y [A2(m)])*2) +52,1((14:(0)| 8 [A2(0))*2) +

m+3<mw 4
2m+5 <mo ((|A1(0)|F]A2(0))#w)72) < ((((|A1(0)[#w) B (| A2(0)[#w)
Um) +1)72) +1 = (p72) + 1, mit m < Fopyn (D) (m+32,0, dam+3 <
)’
2n(w) +m+1 < F,(m).) Mit zweimaliger Anwendung von Regel (<)11.4
und einmaliger Anwendung von (<) folgt die Behauptung.

2. Falls F unabhiingig von U°, folgt nach Lemma 11.13
#
RAFY T (A (2) - Ay (2)), ~F), Fy .

EFQ
3. Falls F=F' Vv F?, folgt nach Induktionsvoraussetzung
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RA™H
mit (W) also

* (()(‘F1|H|F2D 2)+l’1—|vaj(A1(x)<_>A2(x))7_'FIZ?F2Z7

u
=[F1[0]Fa|

(IF YR BIFYIE]) +1) T2

RA™H, V(A (z)—As(x)),
7_'F1i7(F21\/F22>>
mit (A)
RAFIPIEN 001 g (A, () Ay (), (~F2 A —F2),
=-F
(Fy V Fy).

=Fy
4. Falls F=F' A F?, folgt die Behauptung aus 3. mit A; und A, vertauscht.
(Denn mit RA*Hy"Vx(A;(z)— As(z)), ~F1, Fy wird gleichzeitig auch
RARG"Va(As(x)— A (), ~F1, Fy bewiesen.)
5. Falls F(U%=VaG(z,U%), G(n,i) : =G(n, \rA;(x)), folgt nach Indukti-
onsvoraussetzung

#

RA {100 DBIO@IDT D1y 4 (3)e5 Ay()), ~G(n, 1), G(n, 2).

Dan< F n) und
(IGmDHGm2) 2 )+1( )

n(=G(n,1)) < (((lG(n DIH1G(n,2))72) + 1), folgt mit (V)
RA*-(I6DHGm )’ 2)+2"U1ﬂVx(A1(9:)<—>A2( )), Je—(Glw, 1), G(n, 2).
((|G(” DIY1G(n,2))72) + 25, (160, )| H|G(0,2))72) + 24 2.2,
(16(0.1)1 ¥ 160, 2)) ) 2" X (160, Dl W (G0, 2 ) 2 = 2.
Also folgt mit (<) RA™H{’ F2aut V(A (z)—As(x)), ~F1,G(n,2). Mit einem
(A)- Schlu$ folgt die Behauptung.

6. Falls F(U%)=3zG(z,U"), folgt die Behauptung aus 5. mit A; und A,
vertauscht.
7. Falls F(UY)=VXPG(XP,U%), G(P,i) : =G(P, \zA;(z)), folgt nach In-
duktionsvoraussetzung
RATHUCE DB 202110 g0 4 (0 Ay (2)), -G (P, 1),

G(P7,2).
Mit (W) folgt
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RA* (‘G(P’Y 1 |H‘G(P'Y 2)|) 2)+1 n(PW)Ul v (Al(x)HA2(x)) _‘VXﬁG(XIB 1)
G(PV 2).
Da |G(P",i)|+1 < [VXPG(XP?,i)|, n(|G(P",i)|+1) < n(G(U°, 1)) +n(PY)+
1 < 2n(VXPG(XP, i)+ (n(P")U1)+1 < Fyxsgxs, (n(P7)U1), folgt mit
(<)
RA*| - (VXPG(xP 1 WHivxsa(xs 2))  2,n(prut Va( Ay (2)e As(z))
ﬁVXﬁG(Xﬁ 1),G(P7,2).
Eine Anwendung der (/A )-Regel ergibt die Behauptung.
8. Falls F(U%)=3XPG(X"?,UY), folgt die Behauptung aus 7. mit A; und A,
vertauscht.
9. Falls F(U")=Xz.G(x,U%)(n), G(n,i) : =G(n, \rA;(x)), folgt nach Induk-
tionsvoraussetzung
#
RA1GDBCmAD"24 Ly 4) (1) Ag(2)), ~G(n, 1), G(n, 2).
Mit einem (W)- Schluﬁ folgt
RAH{ICmDBIG@DN 242000 o4 09 A (2)), ~Az. G, 1) (),
G(n,2).
und mit (A) dann
RAF{OC DB (4, () Ag(2)), ~oA.G (2, 1)(n),
Az.G(n,2)(n )
H1G(n,2)))"2) + 3%,

Da ((1G(n, 1)
(1G(O, V1Y IG0,2))2) + 20+ 324((((1GO, DI ) (G (0, 2)] ) +
1241728 )<<<<|G<o71>|#w>Un>+1>U<<<|G<o,2>|#w>Un>+1>>#2+1 -
((|Fy | Y |F2\) 2) + 1, folgt mit (<) die Behauptung.

Lemma 14.4

Seien F(UY),VX A(a, X), F(Ax.VX A(z, X)) (DA)-Formeln, 0 < 01 < 03,
Int, Int”® Quasi-Interpretationen fiir F' und A, die gleiche Variable gleich
interpretieren, also nur gebundene Pradikatvariable unterschiedlich behan-
deln, sowie U durch U° interpretieren. Sei A;(m) : =VX7 A" (m, X)),
Dann gilt

R Y 2P 1) HAQ D) HF )1, 10402 U 1), 1

—Va(Ay(2)e Ay (), ~FIM7 (\z. Ay (), FI™M7? (\x. Ay (2)).
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Beweis:
Sei m = MMA, nt°2 U mF(U),[mgoz.
Nach Lemma 14.3 gilt

#
RAY DT e (Ay(2) = Ay (1), ~FIM™ (Aa. Ay (), FI™7% (Az. Ay (z)
mit p = \FI”W()\Q; Ay (z)| | FI72 (\x. Ay ()]

Nun gil (p72) + 1 < (WP09) " 2)#(wP01) und

n((p 2) + 1) = 2-max{n(FI"”? (\z. Ay (z)), n(F™? (\x.Ay(z))} + 1

< 2-max{n(w*o2) + |F(U)|+ (mpw), me> Un(Az. A1 (z)), n(w-02) + |F(U) |+

(mF(U)yjnt% U ’fl()\JIAQ(ZL’))} +1

< 2-max{n(w*02) + [F(U)| + (mpw),me> U (n(w?-01) + | Az VX Az, X)|
+mA,Int”1))a

n(w?o2) + |F(U)| + (mpwy,mte2 U (n(w?-02) + [ Az VX A(z, X)|

+mA7]mg02))} +1

M A, Int1 ="M A, Int72

4-(n(w3-o1) +n(w3-09)) +2m+2- | Ae. VX Az, X)| +2-| F(U)]
+1
= 4-(n(w3-01) + n(w09)) + 2:m + 2:|A(0, U)| + 2:|F(U)| + 11

< 2(n(((wP02) 2)# (W) + 2-(n(who1) + n(wbos) + m + |A0,U)] +
|F(U)| +5) + 1

SE o oy 2065 0) 4 1(wh00) £ m | AQLU)] 4 [F(U)] +5)).
w3.o9) - w3.oq
Weiter gilt fiir beliebige o, m o <9.,, @ + 1 mit 2-m < F,11(m). Also folgt

# - #
("2) + 1< (w8.01)tn(wd-o2) +m+ Q)+ EW)+5((WP0a) - 2) # (wP-0r).

Mit (<) folgt also

RAT-(5 o) DA 01 001 0l o) tm A AQU)HF W) 45
—Va(Ay(z)e=Ay(x)), ~FM7 (Ao Ay(2)), FIM7? (\x. Ay (7).

Noch eine Anwendung von (<) ergibt

RAM- (502 DR o HAOUHF W) +1m

—Va(Ay(x)e Ay (x)), ~FM72 (Ao Ay (x)), FIM7? (M. Ay ().

Lemma 14.5

Sind YY A(a,Y) und 3Y B(a,Y) Formeln in (DA), 0 < o, < 09. Seien
Int’t, Int®® Quasi-Interpretationen fir VY A(a,Y) und 3Y B(a,Y) bis auf
die Variablen a, U°. Sei m > M A0,U0),Into1 » TVA(0,U0),Into2 , TVB(0,00),Into1 5
mB(O,UO)’[mg%, , n Z ‘A(O,U” + 3,|B(0, U)| + 3, w3-01 <m+1 w3-02, 1% Z
w3-(og +1). Gelte
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RA*F w ) #n,m

Va (VY 7 A (1 Y01 ) TV 0 BIM (7, Y 00)) (i=1,2).
Dann folgt
RA'F (w 02) )2 (w301 )+t 4m

Va (VY ot AT (1) Y1) VY 92 AT () Y o2)),
Beweis:
Sei A;(n) : =VY 7 A (n, Y ) und B;(n) : = Y% B (n,Y7). Aus
RA*I—p“’ 7 #"’mVx(Ai(x)HBi(x)) erhalten wir mit (<)
RA"( "2)#”)#(‘”3"’1))””Vx(14i(x)<—>Bi(x)), mit (A)-Inversion 11.7
RA*I—E)(wd az)#n)#(ﬁ-al),mUk(Ai(k)HBi(k:)), noch einmal mit 11.7
RA*-( o) et o) mUk (S A, (k) V By(k)) sowie

RATH(s o o) ok (3 (k) A(K)),
und mit (W)-Inversion 11.8 folgt

RA*|_£)(w3.gg)#n)#(w3.a1),mUk_|Ai(k)7 Bi(k) und (1)
RATH(@* o2 "otk B, (), A, (k). (2)

Nach Lemma 14.2 gilt

RAT o IR AOOI a0 102k _ g 10 4L () also mit (2)
RA(" o) i onmk 4, () A, (k). (3)
Weiter folgt aus Lemma 14.2

RA T IRABOU 00 ) B i (2) also

RA*- p(w .02) # )#(ws.gl),mukﬂBl(k)’B2(ki). (4)
Weiter gilt n((=)A;(k)) < n(w-0;) + |(=)VY A0, Y)| + (ma pne: U k)

< n(((w*05) n) #(w01) + (MUK)), genauso n((=)Bi(k)) < n((((w*02)7n)
#(w3-01)+ (mUE)). Weiter gilt |A;(k)], |Bi(k)| < w3-(o2+1) < p. Ein (Cut)
von (1.1) mit (4) ergibt deshalb

RA*I—E)(“’B'”2)#”)#(‘”3'”1)+(mUk)+1’mUkﬁA1(k:), By (k),mit einem weiteren (C'ut)
mit (2.2) folgt

RA*l_g)(w:s.02)’f*n)#(m.01)+(muk)+2,n~bul~cm41(k;)7 As(k).

Aus (3) folgt mit (<) direkt
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# P
RA*- (w -02) " n)#(w-01)+(mUk)+2, mukﬁAQ( ) (k:
(

).
Zwelmahge Anwendung der (W)-Regel ergibt (Bedingungen sind erfiillt)

RA*- (w 02) ) (B 01 ) (mUK)+4, mUk (AL (k) V Ag(k)) sowie

RA*F ((Wd 02) ) %0 )+ (mUR) 4, MR (S Ay (k) V Ay (k)). Ein (A)-Schlufl ergibt
RA*I—E,(“’B"@#”)#(“’ SR ESMUE (4, (k) Ay(k)). Mit (Z) folgt

R A*Fgw&og)#m#(w-ol>+w+3,<muk>(Al(k;)ﬁAg(k;)). Mit (A) folgt

RAR (" o) W) o hmyy (A (z) e Ay ().

Satz 14.6

Gelte DAF™T mit 0 = W™y, 1 < v < w*, und sei Int® eine Interpretation

V*
fiir T'. Dann folgt RA* l—ww Z+11)% M It nt?

Beweis: durch Induktion nach m:
Sei p :=w3-(o +1).
Fallunterscheidung nach der letzten Regel:

1. Fall: Logisches Axiom:
Sei '=A, A, -A, m = |A| + 3. Nach Lemma 14.1 folgt

0.)3'0' # m o o o o . ~
RA*l—(() ) 3+1,mp rnt +|A|Flnt ,Alm 7_|Alnt . Mit (<) folgt
RA*l_(()wis.o')#m,mF’]nto' FITLtU’AI’ntU7 _‘Alnto'

2. Fall: Arithmetisches Axiom:
Nach Einsetzung ist eine der Formeln wahre Primformel und die Behauptung
folgt mit einem (/A\)-Schlus.

3. Fall: (A)-Regel:
Sei '=A, (A1 AN Ay) und m =n+ 1, DAF"A, A; DAF"A| A,.
Nach Induktionsvoraussetzung folgt

#
0.)3'0' *n,m o o
RAM ) mmnmes Ant? 4 117

RA*PSUS'U)#”,"LF,IMU Alnt"’A2Im€".
Mit einem ( )-Schluf folgt

RA*l_pW 0) n)+1,mp, IntffAInt" (A Int? A2Imt")’ und mit (%)
#
RA*l_pw “T) “ MM [nio Alnt"7 (Allnt" A A2Int°>.
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4. Fall: (V)-Regel:
Sei '=A, (A1 V Ay) und m = n+ 1, n > (JA4] + 1), DAF"A, A; fiir ein
i € {1,2}. Nach Induktionsvoraussetzungund (<) folgt
RA*|_( W3'U)#”)+mr,1nt° ML Int A Int? A Int?

p A
Da n(A™") < n(w?-o) + |Ai] + ma e < n(((w?’-a)#n) + mp e ), folgt mit
einem (W)-SchluB

% ( W3'U)#”)+m1‘,lnz0 +1Lmr rnto A Int® Int? Int®
RA™, A , (Al V A, )
s~ * (WS'U)#mva,Int‘T Int® Int® Int®
Mit (<) folgt RA™F, ATE(AST VAT,

5. Fall: (V;)-Regel:
Gelte '=A, Vo F(x) und DAF"A| F(a), wobei a nicht frei in A und m = n+1.
Dann folgt nach Induktionsvoraussetzung fiir alle » € IN

* (wS-U)#n,mmea UT A Int® Int® . ~

RA™, A (F(r)™ mit (A) und (<) also
#

RA* o) mamrn At (v ()T
6. Fall: (3;)-Regel:
Gelte '=A, JzF(x) mit m =n+ 1, n > (|F(t)| + 1) U |¢t| und
DAF"A, F(t).
Wir nehmen an, daf§ Int® Zahlvariablen, die nicht in A aber in ¢ vorkommen,
durch 0O interpretiert. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

- #
RAT ) mmeanis AInt” | pInt? (41nt7) Vit (Z) folgt

. #
RAT (&) A i et ATt pInt (1047 Dy (H77) < Jt] 4+ mp e <
(mr rpee ) und n(F (#177)) < n(w3-0) + | F ()| +mp e <

. #
((W3-0) - n)+mr rnio

n(((w3~a)#n) + mp o) folgt mit (W)

#
RAﬂ_g W3'U) 'n)"!‘mr‘,lntg'i'l’ml",lnto A[ntf’" (EIJ}F(J:))IM ,
und, da mr e + 1< w30, mit (<)11.4

mr, Into

* (w3'o—)#m7ml—‘,lnta Int® Int®
RA™F, A (FeF ()™ .

7. Fall (V3)-Regel:

Gelte '=A VX F(X), weiter U kommt nicht in A vor, m = n 4+ 1 und
DAF"A,F(U).

Nach Induktionsvoraussetzung gilt
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. # «
RA*l_E)ws'U) MM, rpge Un(P )Alnt"’ Flmt" (Pa)
fiir alle mit F' vertréglichen Pradikatoren P® einer Stufe v < 0. Mit einem

#
(A)- SchluB und () folgt RA(" ) mmeams Alnt? vy yo pint” (o),

8. Fall (3;)-Regel:

Gelte '=A, 3XF(X), mit m =n+1, n > (|[F(P)|+1)U|P|, P Préadikator
ohne gebundene Prédikatvariable, DAF"A, F(P). Int’ moge freie Pradi-
katvariabel, die in P aber nicht in I' vorkommen, durch Az.x = z ( mit
n(Az.x = x) = 2), freie Zahlvariable in P aber nicht in I' mit 0 interpretie-
ren, also folgt mp(py e < mr e U 2.

-
Nach Induktionsvoraussetzung gilt RA*I—E)WS'U) e U2 A Int? (F(P))™
und mit (<) folgt

RA*l_E)(WB"U)#")‘F(mF,JmUU2)7mr,1mff AI”tU, (F(P))Intg.

P enthilt keine gebundenen Pridikatvariable, also ist P/™” Pradikator einer
Stufe @ < ¢ und es gilt nach Lemma 13.6(b) n(P™") < |P| + (mr e U
2) < F (mp e ), sowie n((F(P)™) < n(w3-0) 4+ |F(P)| +

(w3-0) )+ 1o
#

(mr, e U2) < n(((WP0)"n) +mrp e

Da (F(P))"™ = FI"(PI"7)  folgt mit (W)

#
RA* l_g WS'U) : ")+(mF,Intf’ U2)+1,mr,1ntff A[mﬁU’ EngFInt" (Xa').
Da (mr e U2) + 1< w30, folgt mit (<)

mr, Into
* (WS'U)#mva Int M Int®
RAHS a7 Pt

9. Fall: (33)-Regel:

Sei '=A3AXF(X), m=n+3,n> (JAO,U)|+|F(U)|+3)U(|B(O,U)|+3).
Gelte DAF"F (A VY A(z,Y)) und DAF"Vz (VY A(z,Y)—~3Y B(z,Y)).

Falls in A, B Variable vorkommen, die nicht in I" vorkommen, seien diese in
Int’ mit Ax.x = = bzw. 0 belegt.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt

4
RA*I—E)MS'U) .n,mr,lnzﬂUQAIm"7 Fint? ()\x.(VY”AI”tU (z,Y7))) (1)
und
(wS-U)#n mr rpeo U2 o o
RA™F, TN (VY T AT (2, YO )Y O B (2, Y7)). (2)

Fiir die Stufen aller eingesetzten Int’(U) gelte og = max{0}U
{ Stufe(Int°(U)) | U kommt in F oder A vor }. Dann folgt ¢ =
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Stufe(Int?(U)) fiir eine in F, A vorkommende freie Pradikatvariable U oder
= 0. Da, falls g # 0, |Int’(U)| = w*0q + w?k + wl + r fiir ge-
wisse k,l,r € IN folgt n(Int”(U)) > n(w?-0g), also w0y <mp .0 w0
Es folgt w0y < (W-0)[mr ] < (W*0)[mr e + 1], was auch im Fall
oo = 0 folgt. Es gilt nun (w?-0)[mr e + 1] = w0y fiir ein op = W™
mit 7 < w¥. (Denn sei 0 = W™y, mit y=ypw™ + -+ 4+ W™ so folgt
w3-o=Npw™ T3 4 S und (wdo)[mp e +1] = W™ 4
wmk,l-‘,-m—i—?) + ka+m+2'(m1",lnt" + 2) —
Wi (W (WM 4 W™ O (g e +2))) ).

:;'y’
Nach Induktionsvoraussetzung gilt also (mit Abschwéchungslemma)

#
wd-o1)" nMp o1 U2

RA*I—,)

Vo (VY o1 A (1) Y o) 3y o1 BIME (2, Y1), (3)
wobei Int’! eine Belegung sei, die alle Variablen in A, B, I" wie Int? belegt,
also ATt =AMt pInt"t = BInt” o 1o = mip puee. Mit Lemma 14.5 folgt
aus (2) und (3)

RA w-0) )t (001 ) F o4, (. g U2)

Va (VYT A (2, Y 7)eVY o1 A (2, Y O1))).
Sei Ai(a) : =VY 1AM (a, Y1), Ay(a) : =VYTAM (a,Y7). Dan(w +4) =
6 < 2:3+1+1 < 2:n(w?-0) +mp e +1 < Fso(mr ), dhe w44 <pp o
(w3-0), folgt mit (<)

RA*|_ (W ‘o) (n+1)) ("-’ -01), mF’IntJVJ}'(AQ(.I)(—)Al(.I)). (4)
Nach Folgerung 14.4 folgt
RAY (%-0) T2 (w01 H AU+ FU) [+ Lmr, o U2

—Va(Ay(z)e Ay (), ~FI" (\z. Ay (), FI™ (\x. A (2)),
mit (<) also
RA*|_ (W o) (n+1)) ("-’ 01), MU [nto

e An(a) s i (2)), ~FI (. An(a)), P O Ay(a). (5)
Es gilt nun n(Vo(VY 7 A (2, Y 7) VY 7L A (1 Y o1)))
= max{max{n(A™" (0, U%)), n(w?0)} + 3, max{n(A™ (0,U)), n(w01)} +
3} +4
< n((w? U)#(w 01)) + |A,U)| + ma e + 7

< n(((wh0) (0 + 1) #(wh01) + mr ).
Weiter gilt [V (VY 7A™ (2, Y7) VY L AN (2, Y1) < p
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Also folgt mit einem (Cut) von (4) und (5) und mit (<)
R A*ké(w&a)#(nﬂn#(w@al>+mr,mo+1,mr,mo

I (A VYT A (2,Y9)), FIY Az VY o1 AT (2, Y OU)).
Da n(=FI"" (A\z.vY A" (2,Y7)))
< (o) + | F(U)] 4 (e U (e XYY A (2, Y9))))
< (o) + |[F(U)] + (. e U (mac{n( A7 (0,09)), n(? )} +5))
< n(wo) + |F(U)| + (mr e U (max{n(w*o) + |A0,U)] + mr 1,
n(w-o)} +5))
< 2:n(wo) + |F(U)| + A0, U)| + mr e + 5
< n(((@*0) T (n + 1)#(Wh01)) +mr g + 1)
und [~F (Ax VYA (2, Y9))| < p,
ergibt ein Schnitt mit (1)
R e

AT In (A VY o1 AT (g Y InE7hY),
Az VYot A (1Y 91) ist, da A keine gebundenen Priidikatvariable enthilt,
Pradikator der Stufe oy < 0.
Da n(Az.VY 7L A" (., Y 1))
= max{n(A™"(0,U°)),n(w301)} +5
13.6(b)
< max{|A(0,U)| + mr rpe, n(w301)} +5

((w3~0)#(n+2))#(w3.01)+mr,1nza+2(mr’lma) und (analog wie fiir o statt oy be-

wiesen)

n(FM (\z. VY”lAI"tU( Y1)

< n(((w* ) (n+1))# (w3 01) + 2 + mr e ), folgt

RA* (W 0) (n—’_l))#(w '01)+mf,lnt‘7 +37mF,Int‘7 Alnt°7 HXUF[ntU (Xg-)

3 3 3 ooz
w’-oq <mr,1nta+1 w*a, Mr e + 3 <mp 043 W0, also folgt mit (<)

* (wS-U)#m,mF Into TMInt°
RAHS a7 Pt

10. Fall: (A1)-Regel:

I=A, (A\z.F(x))(t), DAF"A,F(t), m =n + 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
RA*PSUS'U)#”’mF,IntU Afntg’ F’Int':r (tInt‘T)7

mit (M) folgt also
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. L #
RA* o) b me s At (30 I (0))(#1747) it () weiter
.
RA*PE)W&U) s MM Into Alntf” ()\IL’.FIntU (x))(tlnt")
11. Fall: (A\y)-Regel:
=A, (~Ax F(x))(t), DAF"A,=F(t), m=n-+1,n> (|F(t)|+ 1) U|t|.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
RA* |_5)w3.a)#n,mp71nta AI’I‘LtU7 _‘Flnto (tlnt0)7

mit (V) also, da n(F™ (7)) < n(w o)+ F(t)|+mp.me < n(((w o) n)+
mp e ) und n(t™7) < t| + mp e < F

(@) )t o

5 \#
RA*l—E) w3-0) " n)+mr, rpio +1,mr 1o AIm&") (N)\x.FInt(’ (x))(t), mit (<]) also

.
RA*PE)W&U) *M,Mp, [nto Alnt"’ (N)\x,FI”tU (x))(tlnt(’)
12. Fall: (ind)-Regel:
Gelte DAF"A, —F(a), F(Sa) sowie DAF™A, F(0).
Sei '=A,VaF(x), m > |F(0)|+1, n=m + 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

5 \#
RA*FE)ws'U) '”,mr,lntﬂU’fAImtf’7 ﬁFImJ(]{J), FIntU(S]{J), sowie

.
RA*|_E)W3.U) .n,mr"lnto Alnto" F(O)
Da n(FI™ (k)) < n(w*0) + |F(0)| + (mp e U k) und |F™ (k)| < p, folgt
mit (Cut)-Schliissen

#

RA*l_g w3.g) ‘”)"'k"'mf,lntf’7mF,Intf’UkAInt°’ F[,nto (k‘)7 mlt (2) also

5 \#
RA*l_g w5~o') 'n)+w'27mF,Int"UkAInt°7 FITLtU (k‘)’ mlt (m) alSO

s \#
RA*l_E) w3-0) “n)+w-2+1,mr o AlntojvxFIntU (Zl?), und, daw?2+1< ((.U3'O'),
nw2+1)=5<10=24+1+1<2n((w?0))+1+1< Fs,(1), also
w2+ 1<w3-o, mit (<)

#

RA*I—E)WS'U) TR NI g I (1)) die Behauptung.
13. Fall: (Cut)-Regel:
Seim=n+1,n > |A| und gelte DAF"T", A sowie DAF"T", - A.
Fiir Variable in A, die nicht in I" vorkommen, gelte Int’(a) = 0 bzw.
Int’(U)= Av.x = .
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

(mF,Im&")
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3 \#
RA*l_E)wd‘U) '”vml‘,lnt‘TUQI“Imt"7 Alnt° sowie
w3.o #n m to o o g
RA*l_E) ) “m)ymr In U2F1nt ’ﬁAInt - Da n(AInt ) S n(w?)‘o.) + ‘AH_

(mp e U2) < n(((w3~0)#n) + (mr gnee U2)) + 1 sowie |AI7] < p, folgt mit
einem (Cut)

E #
RA*FE) wto)" +n)+(m1",[nt°U2)+17mr‘,[nt°Uzrfntg und mit (2)

RA* |_£W3'U)#(n+1)’m1",lnta FInt‘T .

14. Fall: (<)-Regel:
Gelte DAF"T" mit n < m. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

#
RAS ) mmemi pint” 0 d it (2) folgt
RA* l_gw:g'o')#mvmf‘,]nto’ F[nt” .



Kapitel 15

Schranken fiir beweisbare
Hg-Séitze

In diesem Kapitel wird das Ergebnis der Arbeit angegeben: Schranken fiir in
(PA) bzw. (DA) beweisbare I19-Siitze.

Satz 15.1

Sei A(a,b) eine XV-Formel ohne freie Variable (aufer a und b). Gelte PAF™
VedyA(zx,y).

Dann folgt v < ¢9Wn € Nk < F,(nU1) (ZE=A(n,k)). (Hierbei sei Z das
Standardmodell der der natirlichen Zahlen).

Beweis:

Aus PAF" Vx3yA(z,y) folgt aus dem Einbettungslemma fiir (PA) 12.2

S Rt ye Ty Az, y). Sei Ay o= w0 T Ny = w0 fir =1,

m — 1. Dann folgt VI < m()\; < €) und nach dem 2. Schnitteliminationssatz
1112 fiir [ = 1,...,m % ', Va3yA(z, y). Nach dem Kollabierungslemma
11.6 folgt fiir alle r > 1 EVadyA(z,y)[r/F,,+1(r)], also W1 < r € INWn <
rdlk < By, 1(k) (FA(n, k)[r/Fy,,11(r)]). Da A(n, 1) eine X9-Formel ist, folgt
aus FA(n, k)[r/F\, +1(r)] dann ZEA(n, k). Setzt man also a = A\, +1 < ¢
und 7 :=n U 1 so folgt Wn € Ndk < F,(nU1) (ZEA(n,k)).

Satz 15.2
Sei A(a,b) eine X9-Formel ohne freie Variable (aufler a undb). Gelte DA F™
VedyA(zx,y).

107
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Dann folgt dla < ¢,,0Wn € Ndlk < F,(nU1) (ZEA(n,k)).

Beweis:

Aus DA F™ Vax3yA(z,y) folgt aus dem Einbettungssatz fiir (DA) 14.6

* w3 T, . w3tm . (m .
RA l—w3+,n+w’§ Vo3yA(z,y). Sei Ay = dg(w” DY Ny = g (WMD),
Dann folgt Ay < ¢,0 und durch zweimalige Anwendung des 2. Schnitteli-
minationssatzes 11.12 (beachte, daf der Beweiskalkl von (RA*) der von (X)
ist) RA* F3>' Va3yA(z,y). Wie im Beweis von Satz 15.1 folgt daraus mit

a:=X+1Vne NIk < F,(nUl) (ZEA(n,k)).
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Anhang A

Symbolverzeichnis

Symbol

Kapitel 2
On, Lim
Na
Qa
P, P(a)
o
a=nypbi+ -+ By
Co(a), Cu(a)

(CHe

€(v)

kv

Guy

Linges(«)
Kapitel 3

Do, D1, ..., D,

(ag,...,an), (a)

T

Linge(a)

(T'1), (T2), (T3)

PT, P*(a)

a<ba=xb

(< 1), (<2),(<3)

110

eingefiihrt in:

2.1

2.1

2.1

2.1

2.1

2.1

2.3

2.3

2.10 (Beweis)
2.10 (Beweis)
2.12, vgl. auch 3.5
2.14

3.1
3.1
3.1
3.1
3.1
3.1
3.2
3.2
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MM, M<a,a=3M 3.4

Gua 3.5, vgl. auch 2.12

OT 3.7

(OT1), (OT2), (OT3) 3.7

POT POT(q) 3.7

o(a), o[ M] 3.8

(0.1), (0.2), (0.3) 3.8
Kapitel 4

a+b 4.1

an 4.1

T, 4.3, 4.17

1 4.5

N 45,417

dom(a) 4.6, vgl. auch 4.17

alz] 4.6, vgl. auch 4.17

([]-1), ([1.2), ([13), ([14), ([15) 4.6

G% 4.10

b<,a 4.10

TOrd 4.17

INOT 4.17

dom(a) 4.17, vgl. auch 4.6

alf] 4.17, vgl. auch 4.6
Kapitel 6

o} Einleitung zu Kap. 6,

vgl. auch 6.3, 6.6

buf3 6.3
Kapitel 7

an)g 7.2

(PafB)° 7.3 (Beweis)
Kapitel 8

Ord 8.1

(BB) 8.1

a < fa<y B, a<y 8.2

o > ﬂ, a > ﬂ 8.2

Fa(n) 8.4

o 8.6, 10.1



A Symbolverzeichnis

n(a)
o<t B, a<if
0421157 a<iB, a<,B
>3, Oélﬂ
Kapitel 9
(++), (P)
a'n
nUm
a Y 15}
Kapitel 10
a<gf,a<af a<gf
a<ppB a<pgB o<yl
a>pp B, a >k B
Kapitel 11
(%)
AL N A, AL W A,
el el
v(e)
|Al
n(A)
-A
(M), (W), (Cut), (<)
YEonT
Regel (<)
FA[m/n], Elm/n]
Kapitel 12
(PA)
= # N V,V,3d, — < S
(=), (5), (f), (+), (A), (3), (Cut)
(v), (3)
PAF™T
A* T
Kapitel 13
(DA)
~, A
(V1), (V2), (F1), (F2), (F3), (A1), (A2)
(ind), (<)

112

8.6
8.8
8.10
8.10

Einleitung zu Kap. 9

9.7
9.7
9.8

10.1
10.12
10.12

11.1
11.1

11.1
11.1, 12.1, 13.1, 13.2
11.1
11.1, 12.1, 13.1, 13.2
11.2
11.2
11.4
115

12.1

12.1, 13.1, 13.2
12.1, 13.1

12.1

12.1

12.2 (Beweis)

13.1
13.1, 13.2
13.1
13.1



A Symbolverzeichnis

DAF™T
(RA)
U°, xe
Stufe(A)
PU
RA™=5"T
Int?
Alnt"’ tlnt"
MmA Int®
a, U, i P
Kapitel 15
Z=A

13.1
13.2
13.2
13.2
13.2
13.2
13.5
13.5
13.5
13.4

15.1

113



Literaturverzeichnis

8]

[9]

Wilfried Buchholz: A new system of proof-theoretic ordinal functions.
Annals of Pure and Applied Logic 32 (1986), 195 - 207.

Wilfried Buchholz: An independence result for (II} —CA)+ BI. Annals
of Pure and Applied Logic 33 (1987), 131-155.

Wilfried Buchholz and Stan Wainer: Provably computable functions
and the fast growing Hierarchy. Contemporary Mathematics 65 (1987),
179-198.

Wilfried Buchholz und Kurt Schiitte: Proof Theory of Impredicate
Subsystems of Analysis. Bibliopolis, Napoli, 1988.

Wilfried Buchholz: Manuskripte.
Wilfried Buchholz: Vorentwurf zur Diplomarbeit Setzer.

Diana Schmidt: Built-up systems of fundemental sequences and hier-
archies of number-theoretic functions. Arch. math. Logik 18 (1977), 47
- 53.

Kurt Schiitte: Proof Theory. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New
York, 1977.

Kurt Schiitte: Majorisierungsrelationen und Fundamentalfolgen eines
Ordinalzahlensystems von G. Jager. Arch. math. Logik 26 (1986/1987),
29-55.

114



B Literaturverzeichnis 115

[10] Helmut Schwichtenberg: Proof Theory: Some Applications of Cut-
Elimination. In: Handbook of mathematical logic. Edited by J. Bar-
wise. North-Holland Publishing Company, Amsterdam, New-York, Ox-
ford, 1977, pp. 867-895.



Hiermit erklére ich, dafl ich die Diplomarbeit selbststéindig verfait habe und
keine anderen als die angegebenen Quellen verwendet wurden.

Miinchen, den 5. Januar 1990



